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- Una de las actividades mas importantes del quehacer cientifico es la divulgacion
e los trabajos de investigacion. Las dos formas mas extendidas para ello son: la
mblicacion de articulos en revistas especializadas y la celebracién de foros donde se
centren durante un tiempo los cientificos que trabajan en cierta area o especialidad,
¥ donde expongan y compartan sus experiencias. Ambas actividades tienen igual
importancia v son complementarias.
Desde 19758 se desarrolla en Costa Rica, cada dos anos, un simposio sobre Métodos
Matematicos Aplicados a las Ciencias (SMMAC). Los ocho simposios realizados hasta
fecha han sido auspiciados por la Escuela de Matematica de la Universidad de
ta Rica, la Embajada de Francia en Costa Rica, la Universidad Paul Sabatier de
Toulouse y el Instituto Nacional de Investigaciones Agronémicas de Francia.
~ Esta actividad ha sido fundamental para el desarrollo en nuestro pais de una
disciplina que ha mostrado su utilidad v su eficacia. como es el Analisis de Datos. En
“osta Rica han estado algunos de los mas destacados investigadores franceses en este
‘campo. quienes tuvieron la visién de darle a nuestro simposio la importancia que se
. merecia.
- El impacto que han tenido en nuestro pais los SMMAC ha ido mucho mas alla
e la realizacion misma de la actividad. En efecto, un nimero grande de profesores
de la Escuela de Matematica se interesé desde el inicio en los aspectos tedricos y
practicos de las técnicas que se exponian. Es asi como se ha constituido en nuestro
pais un grupo de unos quince investigadores que conocen a fondo estas técnicas y
gue han hecho numerosas aplicaciones en diversos campos. Son muchas las ramas de
imvestigacion que se estudian. entre las que podemos citar las encuestas de opinién
_;' blica. la clasificacion automatica. el analisis de datos temporales, la estadistica
:fputacional, la modelacién matematica, la optimizacién estocdstica, el analisis
datos simbolicos. Ademas, esta formacién de costarricenses ha repercutido en
‘wiras instituciones nacionales, como el Instituto Tecnoldgico de Costa Rica v la Caja
LCostarricense de Seguro Social. donde también hay colegas que trabajan en temas de
Imvestigacion relacionados con el Analisis de Datos.

El Analisis de Datos (o Analyse des Données como es conocido en la comunidad
cientifica internacional) tiene una diferencia sustancial con el Analisis Multivariado
de Datos clasico, al estilo anglosajon: no se hacen hipétesis a priori sobre las distri-
buciones de probabilidad de las variables observadas sobre la poblacién. Este punto

X




de vista filoséfico fue compartido a mediados de los afios sesenta por una serie de
investigadores franceses en Estadistica (citamos los nombres de Benzécri, Pages, Es-
coufier, Schektman, entre otros). quienes no veian sentido en asumir una distribucién
de probabilidad teérica (la mas usada era la normal) para una poblacién que nunca
la cumplia. Esto hizo que se emplearan entonces las herramientas de la Geometria.
Euclidea. principalmente. Asi. el punto de vista del Analyse des Données es esen-
cialmente geométrico. Diremos de paso que varios de estos destacados colegas han
estado en Costa Rica con motivo de la celebracién de los SMMAC.

El lector que consulte las Memorias de los primeros simposios, se dara cuenta que
las principales contribuciones de nuestros visitantes franceses usaban ampliamente
la Geometria. Sin embargo. en estas visitas nuestros colegas siempre han procurado
presentarnos lo mas reciente de sus investigaciones. Asi hemos podido apreciar la evo-
lucion de la disciplina en Francia, v cémo se han ido tratando y resolviendo distintos
problemas que estaban planteados.

En estas Memorias recogemos las principales contribuciones de los exponentes en
los VII ¥ VIII SMMAC realizados en 1990 v 1992 en nuestro pais. Destacan los
articulos de nuestros colegas Edwin Didayv. Yves Lechevallier v Gilbert Saporta. Se
trata no sélo de articulos en que se resumen las principales contribuciones del autor
a la disciplina. sino también las contribuciones mas actuales ¥ que ain son un campo

fecundo de investigacion.

El primer articulo es una extensa descripcion de los llamados objetos simbolicos
que ha introducido el profesor Edwin Diday. Su objetivo principal es definir los
objetos sobre los que se podria hacer analisis multivariado pero de tal manera que se
pueda manipular la informacién simbdlica, en contraste con el manejo numérico que
se ha dado tradicionalmente en Analisis de Datos.

Enseguida, el articulo de Yves Lechevallier muestra la construccion en la practica
de una red neuronal. Se muestra un lado util de una técnica de Analisis de Datos,
como es la segmentacion, para obtener una red que permite resolver problemas de
discriminacion v clasificacion.

Los dos articulos que siguen son de Gilbert Saporta. En el primero de ellos se
hace una exposicion detallada de las diferentes técnicas de discriminacion. En el
segundo. se presenta una tecnica original del autor para hacer discriminacién sobre
variables cualitativas y se presenta la aplicacién de la técnica al puntaje en créditos
{ credit-scoring).

El profesor José Pastrana de la Escuela de Estadistica contribuve. en la misma

linea de la discriminacion. con un articulo sobre los aspectos practicos de la discrimi-




nacion bayesiana. Las redes neuronales, en sus versiones mas usadas, son presentadas
por Javier Trejos; el articulo esta enfocado a la aplicacion de las redes a resolver los
problemas planteados en Analisis de Datos. William Castillo y Carlos Arce muestran
la construccién de indices de asociacion para la clasificacion automatica y se hace una
aplicacién a una encuesta de opinidon publica, en la que se clasificaron los temas de
conflicto.

Los dos articulos siguientes muestran el impacto que ha tenido en nuestro pais la
investigacion en las encuestas de opinion publica. QOlga Prieto y Marta Lopez, de la
Escuela de Sociologia y Antropologia, contribuyen con dos estudios hechos a partir de
la encuesta de opinion piblica de 1992 que tratan respectivamente sobre la seguridad
ciudadana y el V centenario de la llegada de los espanoles a América.

Jaime Lobo presenta sus estudios sobre al analisis de supervivencia y los procesos
de conteo. Finalmente, los profesores rumanos loan Muntean y Neculae Vornicescu
nos presentan sus mas recientes investigaciones sobre estrategias de aprendizaje en
tiempo minimo.

Para terminar, deseamos agradecer a todas las instituciones y personas, tanto na-
cionales como francesas, que hicieron posible la realizacion de los VII y VIII simposios,
asi como la publicacién de estas memorias.

William Castillo Elizondo
Javier Trejos Zelaya

Editores cientificos

San José, abril de 1994




‘Objetos Probabilisticos, Posibilisticos y Creencia para el

Analisis de Conocimientos

Edwin Diday*

Resumen

La idea principal del enfoque simbélico en andlisis de datos es extender los proble-
mas, métodos y algoritmos usados sobre datos clasicos a datos mas complejos llamados
“objetos simbodlicos” los cuales se adaptan bien a la representacién del conocimiento y
ademas son genéricos, cualidad que no poseen las observaciones usuales que caracterizan
“cosas individuales”. Introducimos varias clases de objetos simbdlicos: booleanos, posi-
bilisticos, probabilisticos y creencia. Presentamos brevemente algunas de sus cualidades
y propiedades; tres teoremas muestran cémo las teorias de Probabilidad, Posibilidad y
Creencia pueden ser extendidas a estos objetos. Finalmente, cuatro clases de problemas
de analisis de datos, incluyendo la extensién simbdlica, son ilustrados por medio de va-
rios algoritmos que inducen conocimiento desde datos clasicos o desde un conjunto de
objetos simbdlicos.

Palabras clave: Andlisis de conocimiento, andlisis de datos simbdlicos, metadatos,
metaconocimiento, Teoria de la Probabilidad, de la Posibilidad y de la Creencia, logica de
la incertidumbre.

1 Introduccién

Si deseamos describir la produccién de frutas de una determinada regién por las carac-
teristicas “el peso es entre 300 y 400 gramos, su color es blanco o rojo y si el
color es blanco entonces el peso es menor que 350 gramos”, no es posible colocar
esta clase de informacién en una tabla de datos clasica donde las filas representan regiones
y las columnas los descriptores de las frutas. Esto es debido a que no habra un solo valor
en cada celda de la tabla (por ejemplo, para el peso) y también porque no sera ficil repre-
sentar reglas (si ...entonces ...) en esta tabla. Es mads facil representar esta clase de
informaciéon por medio de una expresion légica tal como:

a; = [peso = [300,400]] A [color = {rojo, blanco}] A [si[color = blanco]entonces[peso < 350]]

*Universidad Paris IX-Dauphine; Institut National de Recherche en Informatique et Automatique - Roc-
quencourt, Francia
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donde a;, que representa la i-ésima regidn, es una aplicacién definida sobre el conjunto de
frutas {1 tal que para cada fruta w € £, a;(w) = verdadero si el peso de w pertenece al
intervalo [300, 400], su color es rojo o blanco y si su color es blanco entonces su peso es
menor o igual que 350 gramos.

Siguiendo la terminologia de este articulo a; es una clase de objeto simbélico. Simbélico
porque a; es descrito por una expresién que contiene operadores diferentes de los usados
con nimeros clisicos, “objeto” porque se considera como un objeto individual para una
estadistica de nivel una unidad mas alto.

Si tenemos un conjunto de 1000 regiones representadas por un conjunto de 1000 objetos
simbélicos ay, ..., ajgop, un problema importante es saber cémo aplicar el andlisis de datos
o los métodos estadisticos a esta informacion. Por ejemplo, jqué es un histograma, una
clasificacién o una ley de probabilidad para ese conjunto de objetos? La idea del analisis
de datos simbdlicos [7,8] es proveer herramientas para responder a este problema.

En algunos campos la representacion booleana del conocimiento

(a;(w) = verdadero o falso)

es suficiente para conseguir la informacién principal, pero en muchos casos necesitamos
incluir la incertidumbre para representar el mundo real con mas eficiencia. Por ejemplo, si
decimos que en la region i-ésima “el color de las frutas es frecuentemente rojo y rara vez
blanco”, podemos representar esta informacién por medio de

a; = [color = frecuentemente rojo, rara vez blanco)

Mads generalmente, en el caso de objetos booleancs u objetos con frecuencia de aparicién,
podemos escribir a; = [color = ¢;] donde ¢; es una funcién caracteristica en el caso booleano
y una medida de probabilidad en el segundo caso. Mas precisamente, en el caso booleano
si a; = [color = {rojo, blanco}] tenemos g¢;(rojo) = ¢i(blanco) = 1 y ¢; = 0 para los
otros colores, En el caso probabilistico, si @; = [color = 0.9 rojo, 0.1 blanco] tenemos
gi(rojo) = 0.9 y g;(blanco) = 0.1.

Si un experto dice que las frutas de una cierta regién son rojas, podemos representar esta
informacién por un objeto simbélico a; = [color = ¢;] donde ¢; es una funcién posibilista en
el sentido de Dubois y Prade [11]. Tendremos por ejemplo, ¢;(blanco) = 0, ¢;(rosade) = 0.5
y gi(rojo) = 1.

Ahora, si a partir de una muestra representativa de frutas de la ¢-ésima region un experto
dice que el 60% son rojas, el 30% son blancas y el color del 10% restante es irreconocible
por el mal estado de la fruta, podemos representar esta informacién por a; = [color = ¢]
donde ¢; es una funcién creencia definida por g;(rojo) = 0.6, gi(blanco) = 0.3 y ¢;(0Q) = 1,
donde (? es el conjunto de colores posibles.

El objeto simbdlico a; se llamard boleano, probabilista, posibilista o creencia depen-
diendo de la clase de aplicacion que sea la ¢; asociada. En todos los casos anteriores g; es
una aplicacion de § (el conjunto de frutas) a [0,1]. Ahora, el problema es conocer cémo
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calcular a;(w); si hay duda sobre el color de una fruta dada w porque el experto dice que
puede ser “roja o rosada” entonces esta informacién puede ser descrita por medio de una
funcién caracteristica r y representada por medio de un objeto simbélico w® = [color = r]
tal que 7(rojo) = r(rosado) = 1y r = 0 para los otros colores. Entonces, dependiendo de la
clase de conocimiento que el usuario desee representar, r puede ser una funcién probabilista,
posibilista o creencia. Teniendo a; = [color = ¢;] y w¥ = [color = r], para calcular a;(w)
introducimos una funcién de comparacién g tal que a;(w) = g(gi,r) que mide el ajuste entre
gi y r. {Cudl es el significado de a;(w)? jPodemos decir que a;(w) mide un tipo de probabi-
lidad, posibilidad o creencia de que w pertenezca a la clase de frutas descritas por a; cuando
—dependiendo del conocimiento previo— g; y r sean funciones caracteristicas, probabilistas,
posibilistas o creencias respectivamente? Para responder a esta pregunta necesitamos ex-
tender a, (donde z representa una clase de conocimiento previo) a a} definido sobre un
conjunto de objetos simbélicos A y definir un conjunto de operadores O P, = {Uz, Nz, ¢z}
en A, adaptado a z. Si decimos que los conjuntos cldsicos representan un nivel de conoci-
miento de orden 0; probabilidad, posibilidad y creencia un nivel de conocimiento de orden
1, la pregunta es ahora conocer si aj representa un nivel conocimiento de orden 2. En
otras palabras, si a} es una probabilidad de probabilidad, una posibilidad de posibilidad
o una creencia de creencia respectivamente asociada con los correspondientes operadores
OPF;. Los teoremas 1, 2 y 3 muestran que este es el caso si OP, y ciertas funciones g, y f:
son bien escogidas.

En teoria de probabilidad muy poco se dice acerca de eventos que son generalmente
identificados como partes de un espacio muestral 2. En Ciencias de la Computacién los
lenguajes orientados a objetos consideran enventos mas generales llamados objetos o “fra-
r mes” definidos por intensién. En andlisis de datos (ajuste multidimensional, clasificacién

automadtica, andlisis exploratorio de datos, etc.) se da mas importancia a los objetos elemen-
tales, los cuales pertenecen a una muestra {2, que en estadistica cldsica, donde se enfatiza la
atencio sobre las leyes de probabilidad de 2. Sin embargo, los objetos en andlisis de datos
son generalmente identificados con puntos en R? y por tanto son inadecuados para tratar
objetos complejos provenientes de grandes bases de datos y de bases de conocimientos.

Nuestro objetivo es definir objetos complejos llamados “objetos simbélicos” inspirados
por aquéllos de los lenguajes orientados a objetos de modo tal que el andlisis de datos
sea generalizado a un andlisis de conocimientos. Los objetos pueden ser definidos inten-
sionalmente por las propiedades de un elemento genérico de la clase que ellos representan.
Distinguimos esta clase de objetos como “objetos elementales observados” que caracterizan
“cosas individuales”: por ejemplo “los clientes de mi tienda” en lugar de “un cliente de mi
tienda”, una “especie de hongos” en lugar de “el hongo que tengo en mi mano”.

El concepto de objeto simbdélico extiende el de objeto clasico de dos formas:

e primero, en el caso de “objetos elementales” los cuales representan cosas individuales,

dando la posibilidad de introducir en su definicién, informacién estructurada (ver el
caso de “horda” en §2 para la descripcién de una imagen), probabilidades (subjetivas
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u objetivas), posibilidades (en caso de vaguedad e imprecisién, por ejemplo), creencia
{(en caso de probabilidades sdélo conocidas sobre partes y para expresar ignorancia);

¢ segundo, en caso de objetos que son descritos intensionalmente por las mismas posibi-
lidades que en el caso de objetos elementales, mas la posibilidad de expresar variacién
de los valores tomados por cada variable entre los miembros de su extensién ([color
= rojo,blanco]) y también expresando restricciones entre estos valores con reglas (si
[color = blanco] entonces [peso < 350]).

Extendiendo los métodos de anilisis de datos a objetos simbdlicos, este articulo esta-
blece un puente entre varios campos: “analisis de datos y estadistica” (que, como se ha
mostrado, tiene un interés limitado en el tratamiento de esta clase de objetos), “bases de
datos estadisticos” (donde los objetos simbélicos pueden ser considerados como metadatos,
lo cual significa datos sobre datos), administracién de la incertidumbre en sistemas de bases
de conocimientos (donde el énfasis es ahora mas sobre representacién del conocimiento y
razonamiento que sobre andlisis de datos), aprendizaje por medio de méquinas o learning
machine (donde han sido despreciados esta clase de objetos como entradas del sistema, asi
como los métodos clasicos de andlisis de datos) y, mas generalmente en Inteligencia Artificial
(donde los resultados aqui obtenidos, en los tecremas 1, 2 y 3, conciernen a metaconoci-
miento o conocimiento sobre conocimienta).

No hemos usado el concepto de “predicados” de la 16gica clasica; primero porque usando
s6lo aplicaciones o funciones, las cosas parecen mas entendibles, especialmente para los
estadisticos; segundo, porque los predicados no pueden ser usados facilmente en el caso de
objetos probabilisticos, posibilisticos y creencia donde la incertidumbre esta presente.

2 Objetos simbdlicos

2.1 Definicion de objetos simbdlicos

Empezamos introduciendo alguna notacién. Denotamos © un conjunto de cosas elemen-
tales llamadas “objetos individuales”, A un conjunto de descriptores posibles de €, y una
aplicacién ! — A que asocia a cada w € ) su descripcidn & = y{w).

Yq es una aplicacion P(2) — D que asocia a cada 2 C Q su descripciéon d € D, donde D
es un conjunto de descripcién de subconjuntos de A y P({1) es el conjunto de partes de £2;
Y es una aplicacién P(2) — P(A) tal que

Y(QI) = A'siysélosi A’ = {y(w) |w € Q’};

Ya es una aplicacion P(A) — D que asocia a cada A’ € A una descripcién d € D que
satisface al menos la siguiente propiedad:

Ya(a') C D.
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En esta seccién A es un conjunto de aplicaciones A — L.donde L = {verdadero, falso} (mas
generalmente L = [0, 1] en la seccién §3).

hg es una aplicacién D — A tal que hg(d) = a

donde a es la aplicacién  — {verdadero, falso} tal que

a(w) = verdadero si y sélo si y(w) =6 € d.

B es un conjunto de aplicaciones D — {verdadero, falso} tal que ha(d) = b donde b es la
aplicacién A — {verdadero, falso} tal que

b(6) = verdadero si y sélo si § € d.
Z es una aplicacién B = A tal que
Z(b) = a si y sélo si @ = nifio,

donde A = hq(D) y B = ha(D).

Una intensién de un conjunto de objetos individuales ' C § puede ser definida por
d=Yn(?), a = hq(Ya()) o b = ha(Ya(')), en §2.4 comparamos estas diferentes clases
de intensién. La extension de a en £ es un subconjunto de 2 denotado Ezt(a/A) y definido
por Ezt(a/Q) = {w € Q | a(w) = verdadero}. La extensién de b es un subconjunto de
A definido por Ezt(b/A) = {6 € A | b(§) = verdadero}. Por iltimo, la extensién de
d € D en X es denotada por Ezt(d/X); por definicién, ponemos Ezt(d/Q) = Ezt(a/Q) y
Ezt(d/A) = Ext(b/A).

E, es la aplicaciéon B — P(A) tal que Ea(b) = Ext(b/0).

Eq es la aplicacién A — P(R) tal que Eq(a) = Ezt(a/Q).

Todas las aplicaciones definidas anteriormente son resumidas en la figura 1.

P(a)
€A ¥ E
Q » L Ya =
Yo ha
P(RQ) D B
(' beB I 2
Eq z
A

Figura 1: Cualquier elemento de D, B 6 A puede ser considerado como un objeto
simbélico

En estadistica o en analisis de datos clasico estudiamos una base de conocimientos
definida por el par ({2, A) tal que las unidades son parejas (w,§) donde w € Q es un objeto
individual descrito por § € D. Por otra parte en analisis de datos simbdlicos estudiamos
una base de conocimientos (W, X) donde W es un subconjunto de P(2) y X es un espacio
intensién incluido en D, B o A.
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Un objeto simbélico es un conjunto de propiedades concernientes a un subconjunto de
1. Todo elementa de D, B o A puede ser considerado como un objeto simbdlico; en la
proxima seccién damos un ejemplo que ilustra las aplicaciones y conjuntos que han sido
definidos en esta seccién.

2.2 El caso en que los descriptores son productos cartesianos

En este caso especial asumimos que {2 es descrito por A = 07 X ... X O, donde O; es un
dominio que contiene un conjunto de valores posibles (el color de las frutas, por ejemplo)
y D = P(01) x ... x P(0,); en el caso finito resulta que |P(A)] = 29| y D = 225 1041,
por tanto D que es incluido en P{A) es generalmente mucho mas pequefio que P(A).

En este caso si d = (V4,...,V;) donde V; C O; y ha(d) = b, entonces denotamos
b = A Xi = Vi]a lo cual significa que si w = (zy,...,2,) d(w) = verdadero si y sblo si las
proposiciones z; € V; son verdaderas. Mds aiin, si hq(d) = e tenemos a(w) = A;{y(w) € Vila
lo cual puede ser escrito como a(.) = A;[y(.) € Vi]a que se simplifica en a = Ay = Vi]a.

Ejemplo:
§1 es un conjunto de frutas, A es el conjunto de todas las posibles descripciones de las frutas
por su color y su peso; por lo tanto si Op es el conjunto de todos los pesos posibles y O,
es el conjunto de todos los colores posibles, tenemos A = Uy x O2; W es el conjunto cuyos
elementos son las frutas producidas por una regién; Yy asocia al conjunto de frutas ' C {2
de una regién, el mds pequeiio intervalo Vj de pesos posibles para las frutas y la unién de
su color V;; por tanto tenemos Yp(2) = Vi x Vo =d, a = hq(d) = [1n = Vila A [y = Valo
y b = ha(d) = [z1 = Vi]a A [z2 = V)]s donde, como en el ejemplo de la introduccién,
V1 = [300,400] y V; = {rojo, blanco}; Y{') es el conjunto de descripciones A’ de las frutas
de la regién (o sea de () y Ya(A') = (Yaoyy)) = V1 x Vau

Ea(b) = Ezt{b/A} es el conjunto A” de las descripciones § tal que b(§) = verdadero y
asi, tal que 6 € d = V7 x V3; por lo tanto Y{Q') = A’ C A”.

Eq(a) = Ext(a/f) es el conjunto 2" de objetos individuales w € Q tales que a(w) =
verdadero y as, tal que yy{w) € V} ¥ y2{w) € V3, por tanto ' C Q.

2.3 El caso en que los descriptores son productos cartesianos con restrie-
ciones

Las restricciones pueden aparecer con el fin de describir mds precisamente un conjunto
¥ C Q de objetos individuales; en el ejemplo de la introduccién a la descripcién

a = [y = [300,400]] A {color = {rojo, blanco}
agregamos la restriccion

[si[color = blanco]entonces [peso < 350]].
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Otras clases de restricciones pueden aparecer para evitar incoherencias en la descripcién
de un conjunto )’ C €. Por ejemplo, si {)’ es un conjunto de hongos con o sin sombrero y
una de las descripciones se refiere al color del sombrero, debemos agregar la condicién que
no hay color de sombrero cuando no hay sombrero.

2.4 Comparaciones entre los conjuntos de intensiones D, A, B,C

Estas comparaciones dependen de la escogencia de y y A. A fin de simplificar, asumimos
que D C P(A). Es entonces ficil mostrar que ha es una biyeccién (lo que no es el caso
para hq si y no es biyectiva). Si y es sobreyectiva es ficil probar que Z es inyectiva y si y es
inyectiva que Z es sobreyectiva. Por lo tanto, si ¥ es una biyeccién entonces Z lo es entre
By A.

Dos escogencias naturales para A son las siguientes: la primera denotada por A; es
el conjunto de descripciones con restricciones (por ejemplo, descripciones coherentes); la
segunda, denotada por A; es el conjunto de todas las posibles descripciones (realizables o
no). Cuando y es biyectiva y A = A,, entonces §) = (; es el conjunto de todos los objetos
individuales coherentes u “observables”. Cuando y es biyectiva y A = A,, entonces 2 = {2,
es el conjunto de los objetos individuales “posibles” (realizables o no); 2, se llama el conjuto
de “posibilidades”. En la prédctica tenemos @ = (g el conjunto de objetos individuales
“observados” el cual no estd en biyeccién con los conjuntos A; o A, asi como varios objetos
individuales pueden tener la misma descripcién y alguna descripcién de A; 6 A, puede no
corresponder a ningin objeto individual de Q. Por tanto debemos considerar también el
caso donde y no es biyectiva. Denotamos C el conjunto de £-complejos introducido por
Michalski et al. [14], cuyos elementos son expresiones légicas del tipo ¢ = A;[X; = V(]
donde la proposicién [X; = V;] significa “valor de X; es uno de los elementos de V;”; de la
definicién de B resulta que b = A;[X; = V;]a es igual a ¢ = A;[X; = V] si sblo si A = A,
La comparacién entre los diferentes conjuntos de intensiones es dada en la figura 2 donde
el signo ¢ significa la existencia de una biyeccion.

A | y es una biyecciéon | y no es una biyeccion
Ay AeBé&C AHBEHC
A, AeB&C AéHpB&C

Figura 2 Comparacion entre conjuntos de intensiones; en cualquier caso B <& D; C es el
conjunto de £-complejos de Michalski.

2.5 Objetos simbdlicos completos y reticulos sobre A, By C

Cuando asociamos a un elemento ' € P(2) un objeto simbdlico ¥p(?') = d € D la
extensién de d en (2 la cual es Eq(hq(d)) y contiene a £’ pues es el conjunto de los w € N
tales que y(w) € d, en otras palabras tenemos Q' C Eq(a) con a = hq(Yn(')); en particular
cuando ' = Eq(a), decimos que a es un objeto simbdlico completo; similarmente decimos
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que b es un objeto simbdlico completo si ' = Ex(b) con b = ha(Yn(Q')). Denotamos A,
(resp. B.) el conjunto de objetos simbélicos completos incluidos en A (resp. B).

Definimos un orden parcial sobre un conjunto de objetos simbélicos estableciendo que
un objeto simbdlico s; es menor o igual que un objeto simbélico s, si la extensién de
81 estd contenida en la extensién de s;. Si definimos el supremo (resp. infimo) de dos
objetos simbélicos s1,s2, cuyas descripciones son respectivamente d; = 07 X ... x Op ¥
dy = 07X...x0p, por diUdz = O1UOY X...x0,U0y (resp. diNd; = 01NOY x...x0,N0O;.

La mas pequeina descripcién de Q' C ( es la interseccién de todas las descripciones
d € D, tales que Eq(hq(d)) = Q. Se puede mostrar que A, A. (ver [10]), y B. (ver [2])
constituyen un reticulo.

Ejemplo:
Sea 0 = {w;,w,} descrito por y : 2§ — O = {1,2} tal que y(w;) = 1, y(w2) = 2; por tanto
y(925) = Az = {61,682} donde §; = 1y §; = 2; se sigue que D = P(0) = {{1},{2},{1,2},0}.

Definimos los objetos simbdlicos de A por:

ay =[y=1q,a2=[y=2]g,a3=[y={1,2}]a y as = [y = Ol;

escogemos §) = {w; }, por tanto a; = a3z y az = ay. _

Definimos también las aplicaciones b; € B representadas por los £-complejos ¢; = Z(b;):
a=[X=1,e=[X=2],c3=[X = {1,2}] y ¢4 = [X = 0]. En este caso es ficil ver que
el conjunto de objetos completos es A, = {a§,a5} cona =[y=1]ya§=[y=0]. Enla
figura 3 representamos tres reticulos respectivamente asociados a A = {a; = a3,a; = a4},
Ac = {af, a8} y lc = {1, 02, ¢3,¢4}.

a; = as a§ £

5] c2
ap = a4 a3 o
(a) (b) (c)

Figura 3 (a), (b) y (c) representan respectivamente los reticulos de A, A. y [..
En (a) representamos el orden a; = a4 < a; = aa;
= en (b) el orden a§ < a§
Yy en (C) €4 < €1,64< €C2;61 < 3,635 C3
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2.6 Escogencia de la base de conocimientos para un andlisis de datos
simbélicos

Hemos visto en §2.1 que una base de conocimientos es un par (W, X) donde X = A6 B 6
C. Asi, una pregunta natural es: jen qué caso debemos usar A, B 6 C en la practica? Si
deseamos tener en cuenta sélo el conjunto de descripciones Ay entonces, la mejor escogencia
es X = B. Esto ocurre por ejemplo cuando las descripciones de los subconjuntos €}’ de §)
(es decir, Q' € W) tienen restricciones y no dependen de ninguna muestra {). Este tipo de
base de conocimientos se usa cuando se quiere estudiar especies en biologia, escenarios de
accidentes en transporte, equipos en una compaiia (cada especie, escenario o equipo es un
elemento de W), independientemente de cualquier conjunto muestral.

Si deseamos estudiar un conjunto W descrito sin restricciones e independientemente de
{1, la mejor escogencia es X = C. Si deseamos tener en cuenta las informaciones estadisticas
contenidas en 2, la mejor escogencia es A. Mas ain, A permite la posibilidad de calcular
reticulos més simples (ver el ejemplo en la seccién §2.5) y distancias entre objetos simbélicos
cuando las descripciones varian. Este caso puede ocurrir por ejemplo cuando varios sensores
dan diferentes medidas sobre el mismo conjunto (2, o cuando §) es descrito por variables
cuyos valores varian con el tiempo.

Si  es descrito por dos aplicaciones y; y ¥y tales que y;(2) = A; = O;, entonces las
apliciaciones a; € A; definidas por hg : P(O;) — A; cuando ¢ varia, son comparables
usando una disimilitud (por ejemplo s(a;,a2) = Y {|a1(w) — a2(w)| | w € §2}) mientras las
aplicaciones b; € B; definidas por ha, : A; — B; no son comparables cuando 7 varia.

Ejemplo:
Sea () = {w;,wy,ws,ws} un conjunto descrito por las aplicaciones y; : @ — Oy = {1,2} y
y2 : 2 — Oy = {1,2,3} dadas en la figura 4. Sea a; = (11 = l]g y a2 = [y2 = 1]a.

Q1w Q |y A | Oy Ay | 0g
w1 1 wq 1 6{ 1 6% 1
wy | 2 wy | 2 a2 8312
w3 2 w3 2 6%  §
Wy 1 Wy 3

Figura 4

Podemos calcular s(a1,a2) = ¥ eq la1(w) — az(w)| = 2, mientras que ¢; = [X; = 1] y
¢2 = [X2 = 1] no son comparables pues estin definidas sobre conjuntos de objetos diferentes:
c1 lo esta sobre Ay y ¢g sobre A,.

En este articulo enfatizamos sobre la base de conocimientos (P(f2),.A) pues A es el inico
conjunto del cual se pueden tener en cuenta las informaciones estadisticas contenidas en {2
cuando y no es inyectiva, y también se pueden tomar en cuenta solo las descripciones cuando

y es biyectiva. Sobre este punto P. Brito [2] enfatiza sobre la base de conocimientos (W, B)
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cuando y no es biyectiva y A = Ag; mientras que F. De Carvalho [5] lo hace sobre (W, .A)
cuando y es biyectiva y A = A,. En su disertacion J. Lebbe y R. Vignes [13] enfatizan
sobre (W, D) con A = A; y y no biyectiva.

3 Objetos simbdlicos booleanos

En esta seccién las descripciones son productos cartesianos. Asi tenemos A = 01 X...x 0,
yD=PO;)x...x P(Op); ¥y = (¥15---,Yp) es una aplicacién 2 — A tal que y(w) =
(v1(w),...,¥p(w)), donde y; es una aplicacién @ — O;. Los objetos simbélicos booleanos
son objetos simbolicos considerados cuando L es booleano (es decir, L = {verdadero, falso}).
Seguidamente se definen las diversas clases de objetos booleanos.

3.1 Eventos

Sea D; = P(0;) y h} la aplicacién D; — A tal que h;(V;) = e; donde e; es la aplicacién
2 — {verdadero, falso} tal que e;(w) = verdadero si y sélo si y;(w) € V;. Por analogia
con la terminologia usada en teoria de probabilidad (donde un “evento” es un subconjunto
Vi C ), el objeto simbélico basico e; se llama evento. En términos légicos podemos escribir

ei(w) = [yi(w) € Vi]a

donde [y;(w) € Vi]q es la proposicién 16gica que es verdadera si y sélo si y;(w) € V.

Para expresar el objeto simbdlico e;, a fin de simplificar las notaciones, en lugar de
escribir {Yw, e;(w) = [yi(w) € V]a} 6 €(.) = [%i(.) € V]q escribiremos e; = [y; = Vi]a, o
mas simplemente

e = [yi = V]

omitiendo © cuando no hay ambigiiedad. Por ejemplo si e; = [color = {rojo, blanco}],
entonces e;(w) = verdadero si el color de w es rojo o blanco. Cuando y;(w) no tiene sentido
(por ejemplo, el tipo de computadora usada por una empresa que no tiene computadoras)
entonces V; = ) y cuando tiene sentido pero éste es desconocido entonces V; = O;.

La eztension de e; en §) denotada por ezt(e; /) es el conjunto de elementos w de {2 tales
que e;(w) = verdadero.

3.2 Aserciones
Una asercion es una conjuncién de eventos, es decir una aplicacién
haq:D=Dyx...xDy,— A

tal que si V = (14,...,V,) donde V; C O; entonces hq(V) = a tal que a(w) = verdadero si
y solo si y(w) € V.
En términos de la légica podemos escribir

a(w) = Ailyi(w) € Vi] = Ajei(w).
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Conforme con la notacién para un evento, una asercién @ es denotada
a= Ai[y,- = V,]

Por ejemplo, si @ = [color = {rojo, blanco}] A [altura = [0, 15]], a(w) = verdadero si y sélo
si w es rojo o blanco y su altura estd entre 0 y 15.

La eztension de una asercién denotada ezt(a/f1) es el conjunto de elementos de § tales
que Vi, ji(w) € Vi.

3.3 Objetos horda y sintesis

Una “horda” es un objeto simbdlico que es usado cuando necesitamos describir una estruc-
tura compuesta por varios elementos de () relacionados entre ellos; por ejemplo, cuando
necesitamos expresar relaciones entre elementos de una imagen que deseamos describir.
Una horda es definida por la aplicacién hg : D — H donde H es el conjunto de
aplicaciones ? — {verdadero, falso}, tal que hq(V) = H donde V = (V4,...,V,) y si
u = (u1,...,up) H(u) = verdadero si y sélo si y;(w) € V;.
Una horda es denotada por

H = Ailyi(ui) = Vi)

Note que si agregamos la restriccién uy = w3 = ... = u, una horda se convierte en una
asercion.

La eztensidn de H en P es Ext(H /) = {w € Q7 | H{w) = verdadero}.

Por ejemplo si {1 es un conjunto de personas en una ciudad, entonces

H = [y(u1) = 1} A [y2u2) = 2] A[ys(u1) = [30,35] A [vecinos(uy, up) = si]

significa que u; es un hombre, u; es una mujer y ambos son vecinos.
Un objeto sintesis es una conjuncién o una relacién semdantica entre hordas denotada,
en el caso de ]a conjuncion, por
8= Nhy

donde cada horda puede estar definida sobre un conjunto diferente §); por descriptores
diferentes.

Por ejemplo §); puede ser individuos, (2; localizacién, 23 clase de trabajo, etc. Todos
estos objetos son detallados en [8].

Ejemplo:

Sea {1 un conjunto de hongos descritos por su color y su longitud. Son representados por
dos variables col; : @ — O, y &; : @ — O que dependen del tiempo. Para simplificar
supongamos que en cualquier tiempo ellos pueden tomar unicamente dos colores y dos
dases de longitud tal que O, = {1,2} y O; = {1,2}. En los tiempos t; y t; obtenemos
las tablas (a) y (b) dadas abajo para el caso de un conjunto de dos hongos Q; = {w;,w:};
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la tabla (c) representa los valores tomados por los elementos de un conjunto de objetos Q2
en un tiempo dado.

Q| coly, | &y £y | coly, | £, 0|01 |0,
Wy 1 1 un 2 1 1| 1 1
[ 2 1 W 1 2 T2} 2 1
23| 1 2
x4l 2| 2
Tabla (a) Tabla (b) Tabla (c)

Sean ay,, a4,, ¢ tres aserciones donde ¢ es un £-complejo tales que
ay, = [coly, = 1] A[&, = 1,2
a:, = [col,, = 1]A[l, =1,2)
c=[X1=1]A[X:=1,2].
Por definicién a4, y @y, son aplicaciones & — {verdadero, falso} tales que
a:, (wy) = [coly, {wn) € {1} A [l (w1) € {1,2}] = verdadero;
similarmente obtenemos
a¢, {we) = falso
ay,{wy ) = falso
at, (w2) = verdadero
¢(z1) = ¢(z3) = verdadero y
c(z3) = c(z4) = falso.
De lo anterior sigue que
ext(ar, /) = {w1},
ext(ar, /) = {wo} y
ext(c/0) = {z1,23}.
También podemos definir tres hordas como sigue:
hy = [coly, (u1) = 1] A [€4,(ug) = 1,2},
hy = [col, (1)) = 1] A [€e,(u2) = 1,2] donde u; € 9,
he = [X1(w) = 1] A [X2(uz) = 1,2] donde u; € O.
Por tanto es ficil ver que
Ezt(h/Q) = {{w1,w1). (w1,w2)},
Ezt’(hg/Q) = {{wz,w1), (w2, w2)},

Ezt(c,0) = {(x1,21), (21, Z3), (21, 23), (21, Z4), (23, 1), (23, 23), (23, 23), (24, 24} }.

N ———
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4 Objetos modales a

4.1 Objetos modales externos e internos

Supongamos que deseamos usar un objeto simbdlico para representar los individuos de un
conjunto que satisface la siguiente oracién: “Es posible que su peso varie entre 300 y 500
gramos y su color sea frecuentemente rojo y rara vez blanco”; esta oracién contiene dos
~ eventos e; = [peso = [300,500]] y ez = [color = {rojo, blanco}] en los cuales aparecen
los modos posible, frecuentemente y rara vez. Una nueva clase de eventos denotados f;
¥ f2 se necesitan si deseamos introducir estos modos: f; = posible[peso = [300,500] y
f2 = [color = {frecuentemente rojo, rara vez blanco}]. Podemos ver que f; contiene un
modo posible externo que afecta e; mientras que f, contiene modos internos que afectan
los valores contenidos en e;. Por tanto es posible describir la oracion informalmente por un
objefo asercion modal denotado @ = f; A; f; donde A, representa una clase de conjuncién
relacionada con el conocimiento previo del dominio. El caso de aserciones modales de la
clase a = A;F; donde todos los f; son eventos con modos externos han sido estudiados,
por ejemplo en [7]. Este articulo comprende sélo el caso de todos los f; que contienen
unicamente modos internos.

4.2 Definicién formal de objetos modales internos
Sean z el conocimiento previo y:

¢ M7 un conjunto de modos, por ejemplo
M?* = {frecuentemente, algunas veces, rara vez, nunca} 6 M* = [0, 1].

e Q; = {qf}J un conjunto de aplicaciones de O; a M~, por ejemplo
0; = {rojo, amarillo, verde}

M® = [0,1] y ¢! (rojo) = 0.1; ¢(amarillo) = 0.3; ¢/ (verde) = 1, donde el significado
de los valores 0.1, 0.3 y 1 depende del conocimiento previo (por ejemplo ¢/ puede
expresar una posibilidad, ver §5.1)

¢ y; es un descriptor o aplicacion de Q a @Q; (el color, por ejemplo). Note que en el caso
de objetos booleanos y; fue una aplicacion de £ a O; y no Q;.
Ejemplo: Si O; y M* son escogidos como en el ejemplo previo y el color de w es rojo
entonces y;(w) = r significa que r € Q; es definido por una aplicacién caracteristica
tal que r(rojo) = 1, r(amarillo) = 0 y r(verde) = 0. :

e OP; = {Uz,Nz,¢;} donde Uz, N, expresan una clase de unién e intersecciéon entre
subconjuntos de Q;, y ¢z(¢;) (algunas veces denotado g;), es el complementario de
¢; € Q;. Para ganar claridad en el concepto de unién U, podemos decir que ¢; U, ¢
es una “generalizacion” de la observacion ¢, ¢; dada, por ejemplo por dos expertos o
dos sensores.
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Denotamos Q¥ el mas pequefio conjunto estable para O P;. Es decir F es el conjunto
de cualquier *; 6 ¢; combinacién de elementos ¢ € Q.

Si Qr C QF, denotamos § la aplicacion Q@ = Uz{q | ¢ € Q.}. El complementario de

Qzen Qf es c(Qz) =1~ Q.
Ejemplo: Si ¢ € Q; y @} C Q; entonces

qU. ¢} =¢q +d -dd
¥ ¢ Nz ¢f = ¢lg? donde ¢l ¢f(v) = ¢} (V)gf(v) y @) = 1 - &

Intuitivamente , si qf es la distribucién de probabilidad de las palabras contenidas en
un texto T‘-j , entonces g} ¢?(v) es la probabilidad de conseguir v entre dos palabras ob-
tenidas independientemente una en 7} y la otra en T,?. Si Py > Py, es menos “general”
sacar una palabra entre P, palabras sacadas entre P; textos independientemente, que
sacar una palabra entre P, palabras sacadas independientemente en Py textos. Esta
escogencia de J P, es “arquimediana” puesto que satisface una familia de propiedades
estudiadas por Shweizer y Sklar [18] y mencionada por Dubois y Prade [10]. En §6.2
usamos estos operadores con el fin de definir objetos probabilisticos.

® gi. es una aplicacion de “comparacién” de @7 x QF en un espacio ordenado L*. En
este articulo g: no dependerd de ¢ y serd denotado simplemente por g, .
Ejemplo: L* = M® = [0,1] y gz(q},¢?) =< q},q? > el producto escalar.

e f; es una aplicacién de “agregacion de P(L*}, el conjunto potencia de L7, a L*. Por
ejemplo fr({L1,..., L.}) = Max/L;.

Sea {y;} un conjunto de descriptores y {qf}J C QF. Ahora somos capaces de dar una
definicion formal de un objeto modal interno (lamado objeto ém ). Se trata de un objeto
simbélico con D = P(QF) x ... P(Q%) y h(d) = a donde d = ({@1};,-..,{g}};) y @ es una

asercion itm definida como sigue:

Definicién de una asercién im:
dados OP,, g, vy f., una asercién es una aplicaciéon de @ en un espacio ordenado L7,
denotado por @ = Ay = {¢]};] tal que si w € 2 es descrito para cualquier i por y;(w) = 7;
entonces a es dado por: {Vw € Q,a(w) = fx(gI(Urqf,rg)i)}.

i

Denotamos por A; el conjunte de los objetos im asociados al conocimiento previo =,y
por ¢ la aplicacién de £ a A, tal que ¢p(w = w° = /\r[yi = yi(w)].
1

Por convencidn en todo este articulo un evento [y; = {qf };] puede también ser denotado
[: = ¢},q?,..]. Resulta de la definicién que [y = {¢},] es equivalente al evento [y; =
Umqf ]. En otras palabras, usando la notacién anterior, el evento [y; = @ ;] sera considerado

3
equivalente a [y; = Q).
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La z-unién de dos aserciones a; y a; denotada por-'a_,- 2@ /\,[y,- = {q;' } es definida por

j i i

resulta con nuestra convencién que | J.a; = Ay = {¢?};]. La interseccién de aserciones
i

es definida en la misma forma:(N;);a; = Ai[w = (Nz);j¢?]. Los operadores OP, extendidos
sobre A, serd mejor estudiado en §9.

Hay al menos dos formas de definir la extensién de un objeto im a. La primera consiste

en considerar que cada elemento w de ) estd en la extensiéon acorde con su peso dado

por a(w); en este caso la extensién de a denotada por Ext(a/f) serd el conjunto de pares

{(w,a(w)) | w € 2}. La segunda requiere un umbral a dado y entonces la extensién serd

Ext(a/Q,0) = {(w,a()) | w € 2, a(w) > a}.

1
&1Uza2 = /\:[3i = ¢} Uz ]; més generalmente tenemos |Jza; = Azlvi = | J=¢}]. Por tanto,
: - .

4.3 Semanticas de los objetos im

Ademads de los modos, otros conceptos pueden ser expresados para un objeto im a:

a) Certidumbre: a(w) no es verdadero o falso como en el caso de los objetos booleanos
pero expresa un grado de certidumbre.

b) Variacién: Aparece en dos niveles en un objeto im denotado a = Ay = {¢};]-

t
Primero, en cada ¢/, por ejemplo si ; es el color y ¢}(rojo) = 0.5 y g}(verde) = 0.3
ello significa que una variacién existe entre los objetos individuales que pertenecen a
la extensién de e (por ejemplo una especie de hongos) donde algunos son rojos y otros
verdes. Segundo, para una descripcién y; dada y v € O; hay una variacién entre los
¢ (v) cuando j varia (cada g/ (v) expresa por ejemplo la variacién del color v entre las
diferentes clases de especies).

¢) Duda: Si decimos que el color de una especie de hongo es rojo “o” verde, se trata de
un “o” de variacién, pero si decimos que el color del hongo que tengo en mi mano
es rojo “o” verde, se trata de un “o” de duda. Por tanto, si describimos w € ) por
dw) = w¥ = Ny = Yi(w)] donde y;(w) = {rf }; expresamos una vaguedad o una
imprecisién en cada r] y una duda entre los r;' provistos, por ejemplo, por varios
expertos.

4.4 Un ejemplo de conocimiento previo expresando intensidad

Aqui el conocimiento previo z es denotado por i (de intensidad). Cada objeto individual w €
{2 es un objeto manufacturado descrito por dos caracteristicas: y; la cual expresa el grado
de redondez o lo plano que es un objeto, y ¥;, la pesadez, donde O; = {plano, redondo},
0, = {pesado} y M* = {muy, bastante, un poco, muy poco, nil}.
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Sean a y w¥ definidos por:

a = [y = un poco plano, bastante redondo) A; [y2 = un poco pesado]

w® (51 = bastante redondo] A; [y, = muy pesado, bastante pesado)

En el caso de w el usuario tiene duda entre “muy pesado” y “bastante pesado”™. El pro- i
blema es conocer si es aceptable decir que w pertenece a la clase de objetos manufacturados
descritos por a. Por tanto:
gi{plano} = un poco, ¢}(redondo) = bastante, g}(pesado) = un poco, ri{plano) = nil,
ri(redondo) = bastante, rl{pesado) = muy, ri(pesado) = bastante.

Una taxonomia (Tax) dada que expresa el conocimiento previo sobre los valores de M :
hace posible decir que Tax(muy,bastante) = algo, por tanto si establecemos que r}U; r3(v) =
Tax(r}(v), r3(v)) tenemos que 73 U; r2(pesado) = Tax(muy, bastante) = algo.

Definimos L; por L; = no aceptable, L; = aceptable, Lz = completamente aceptable.
Suponemos que la aplicacién de comparacién g; es dada por una tabla 7y, tal que:

T,.({un poco plano, bastante redondo),
(nil plano, bastante redondo))
= aceptable

Il

gi(qlla T})

gi(g3, rd u; rd) T,,(un poco pesado, algo pesado)

= no aceptable

Finalmente, si ponemos f(L;}) = minL,; y L) < Ly < L3 obtenemos a(w) = fi{g:(q},r}),
gi(gd, r3 U; r3)) = fi(aceptable, no aceptable) = no aceptable.

Note que objetos mas complejos puden ocurrir cuando en lugar de sélo uno, como en
la definicién precedente, varios eventos conciernen a la misma variable. Por ejemplo, si

tenemos & = A;a; CON @ = /\;[g; = af]; en este caso es necesario introducir una tercera
¢
aplicacién A de P(L®) a L? tal que a;(w) = h({g(gf,:)}¢). Por tanto, més generalmente,

si @ = Azai = Ac/\slys = ¢f] entonces a(w) = fo({ai(w)}h) = fo({he({g2(af ri)}o)}i)-

El siguiente ejemplo puede ser omitido en una primera lectura. Su propésito es construir
una asercién a; formada por una conjuncién de los eventos para los cuales la extensién al
nivel % contiene un w €  dado.

Ejemplo:
Sea MF = [0,1], 0; = {v1,v2} ¥ Q; el conjunto de medidas de probabilidad P(0;) — [0, 1];
y es una aplicacién de un conjunto  a @; y w € 9 es descrito por w® = [y; = 7] tal que
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r{v1) = r(v2) = 1. El conjunto de eventos im e; = [y = ¢ tal que a;(w) > % se define por el
- conjunto de medidas de probabilidad ¢; que satisfacen la desigualdad e;(w) = fz(9z(gi,7)) >

1. Si f; es la media y g, es el producto escalar obtenemos e;(w) = Media({(g:, )}) = (¢r)

cuando hay sélo una variable. Por tanto, ¢; debe satisfacer la siguiente desigualdad:

B | =

ei(w) = (@i, 1) = gi(vi)r(v1) + qi(v2)r(v2) 2
Jo cual es equivalente a: ! ;
1
§Q‘i(‘l’1) + qu‘(‘vz) 2 >
Jo cual es satisfecho por cualquier evento e;, como ¢(v;)+¢(v2) = 1 para cualquier medida de

probabilidad ¢ definida sobre O;. Sia; = /\g{eﬂef(w) > %} entonces a;(w) = hy({ef(w)}e)-
¢
Si h, = min entonces a;(w) = min({ef(w)}e) = 3-

5 Objetos posibilisticos
5.1 El enfoque posibilista
Para dar la idea principal de este enfoque, seguimos a Dubois y Prade [10].

Definicién de una medida de posibilidad y de necesidad:
Una medida de posibilidad es una aplicacién Il de P(2) a [0,1] tal que:

(1) I(Q) =1y I(0) = 0.
(2) YA,BC Q II(AU B) = mdz(II(A),II( B)).
Una medida de necesidad es una aplicacion de P(S2) a [0,1] tal que:

(3) YA C Q se tiene N(A) = 1 - II(A).

A partir de las definiciones anteriores se pueden probar las siguientes propiedades:
| e N(@0)=0, N(AN B) = min(N(A), N(B), II(U;A;) = max;(II(A;))
o N(NA;) = minN(4;), TI(A) <T(B)si AC B, mix(TI(4),NI(4)) =1

min(N(A), N(A)) =0, TI(A) > N(A), si N(A)> 0 entonces II(A) =1
si II(A) < 1 entonces N(A) =0, I(A)+I(A)>0 y N(A)+N(A)<1

Ejemplo:
Definimos IIg(A) (respectivamente Ng(A)) como la posibilidad (respectivamente la necesi-
dad) de obtener w € A cuando w € E. Decimos que IIg(A) = 1 si esta posibilidad es cierta
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y Ig(A) = 0 si no. Por tanto, Ilg y Ng son aplicaciones de P(2) a {0,1}. Es entonces
facil probar que estas aplicaciones satisfacen las tres condiciones de su definicién.

La teoria de posibilidad modela varias clases de semanticas. Generalmente posibilidades
valuadas en observaciones vagas de caracteristicas inaccesibles, por ejemplo:

i) La posibilidad fisica: expresa la dificultad material de una accién por ocurrir. Por
ejemplo, si varios expertos han descrito que un atleta tiene la posibilidad II({200}) =
0,8 de cargar 200 Kg y la posibilidad II({250}) = 0,5 de cargar 250 Kg, entonces,
para estos expertos, la posibilidad del atleta de cargar 200 6 250 Kg sera:

I1({200 U, {250}) = max(I1({200}),{250})) = 0,8
ii) La posibilidad como una concordancia con conocimiento actual: “es posible que llueva
o nieve hoy”.

iii) La no sorpresa: “la ‘tipicalidad’ del color de una flor de ser amarilla o café”.

5.2 Una definicién formal de objetos posibilisticos
Aqui el conocimiento previo z es denotado por p (de posibilidad).
Definicién: Una asercién posibilistica denotada a, = Ai[y; = {¢'};] es una asercién im
que toma sus valores en L? = [0, 1] tal que
e Para todo ¢, Q; es un conjunto de medidas de posibilidad.
* OPF,;: para todo i, ¢}, ¢} € Q; se define ¢f U, ¢7 = méx(q},¢?), ¢! N, ¢ = min(q}, ¢}).

* cy(g) =1 denotado también g.

o 9p(q},9?) = sup{min(g}(v), ¢?(v))lv € 0:}.
¢ f, se define por: para todo L C [0,1], f,(L) = max{¢|¢ € L}.

Note que O P, es definido como en conjuntos difusos y g, ha sido también propuesto por
Zadeh [19]. Note ademds que ¢! N, ¢? no necesariamente es una medida de posibilidad.

Es también posible definir una asercién “necesitista” a, (agradezco a M.0O. Menessier,
D. Dubois y H. Prade, por sus itiles observaciones, las cuales me han permitido mejorar
este punto) definiendo: a,, = 1 — @, donde @, = /\p[y,- =G YTGE=cla)=1—-4.

Esto resulta en a,(w) = 1 — f,({9,(%, ri}i) y entonces:
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an(w) = 1—Maxigy(T, )
= 1 - méx{sup {min(g(v),r:i(v))|v € Oi} }i
= min{l — sup min(G(v),r:(v))v € 0:}}:
= min{inf{1 — min(G(v), r:(v))|v € O;}};

= min inf{max(g;i(v),1 — ri(v))|v € 0;}

Finalmente: a,(w) = ming,(g:, ;)

Resulta de lo anterior que un objeto necesitista es definido por OP, = {U,,Ny,cn}
donde U,, es Up, Ny, €8 Ny ¥ ¢, €5 €5 gnl(qi, 7i) = inf{max(gi(v),7(v))|v € O;} y fu = min.

Ejemplo:
Un experto describe una clase de objetos por la siguiente asercién posibilistica (limitada,
para simplificar, a un solo evento):

e, = [altura = [alrededor de[12,15], aproximadamente{18}]]

Un objeto elemental w es definido por w® = [altura = cerca de 16].

El problema es encontrar la posibilidad y la necesidad de w si se conoce e,, en el caso
donde e, y w’ se escriben: e, = [altura = ¢1,¢2] y w® = [altura = ;] donde ¢1, g2 ¥y ™1
son aplicaciones posibilisticas de O = [0,20] a [0, 1] definidas por el conocimiento previo
de la figura 5. Esto significa que un objeto de altura 14 (respectivamente 10), tiene una
posibilidad 1 (respectivamente 0,3).

91 r Lt

]

08 72 a2

0,4

o 31

10 12 1516 18 12 1516 18

Figura 5

(a) g1 U g2 = max(q1, g2)
(b) Fi=1-r;
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Es entonces posible calcular la posibilidad de w por:

ep(w) = gp(@ Up g2,71) = sup {min(q1 Up g2(v), 71(v))jv € O} = 0,8

La necesidad de w es dada por:
en(w) = gu(f1 Up g2,71) = inf{max(q1 Up g2(v),T1(v))|v € O} = 0,4

Este ejemplo muestra que los objetos posibilisticos pueden representar no sélo certidumbre,
variacién y duda, sino también inexactitud (alrededor de, aproximadamente, cerca de).
Es también posible usar vaguedad al representar “alto” o “pesado” por una medida de
posibilidad.

5.3 El caso particular de los objetos booleanos

Un objeto booleano a = Ai[y; = V;] es un objeto im ay = Ai[yi = ¢;] donde ¢; es una
aplicacién caracteristica de V; C Oy, OF, = {Us, Np, ¢} es tal que ¢; Uy g2 = max{q, ¢2),
@1 Ny gz = min(q, g2) y cs(g) = 1 — q. Hay dos escogencias para g ¥ fo: (g5, f3)) = (95, f5)
o (gba fb) = (gnafn)'

Siw® = Aifyi = 7] donde r; es la aplicacién caracteristica de y;(w) C O; (hay duda
si ¥i{w) no es reducido a un sélo elemento), es entonces facil mostrar que y;{w) N V; #
@ < as(w) = 1 en la escogencia posibilistica y, yi{w) € V; <= as(w) = 1 en la escogencia
necesitista.

Si denotamos |a|g el conjunto de elementos de €2 tales que a{(w) = verdadero tenemos
lalg = Ext(ay/Q,a) VYa €]0,1], para ambas escogencias.

6 Objetos probabilisticos

6.1 El enfoque probabilista

Recordemos primero los bien conocidos axiomas de Kolmogorov.
Si C(f2) es una o-algebra sobre { (es decir, un conjunto de subconjuntos estables bajo

interseccion numerable, unién y complementaridad), decimos que Pr es una medida de
probabilidad sobre (2, C(§})) si:

) Pr(Q) = 1
ii) PI‘(U,’A{) = ZPI‘(A,') si A; € C(Q) y A; N AJ' =10

Hay varias semanticas que respetan estos axiomas: por ejemplo el azar en juegos, fre-
cuencias, algunas clases de incertidumbre en probabilidad subjetiva. Sea @; un conjunto de
medidas de probabilidades definidas sobre (O;, C(0;)). Suponemos que los w® = [y; = wi(w)]
son tales que y;(w) € @;. Recordemos que ¥ fue definido en §4.1.
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6.2 Una definicién formal de objetos probabilisticos

Definicién: Una asercién probabilistica es una aserciéon im que toma sus valores en LP" =

[0,1]:

OPp: Vol,qt € Qi q Upr ¢f =gl +0f —dla?;
g} N, ¢ = glq? que es la aplicacién que asocia a v € O; ¢} (v)g#(v);
pr(g)=g=1-¢ :
gor: V{af,al} € QF x Qi gpeldls0}) = (0, @) = E{d (V) (v)lv € Qi}
for i Jor({Li}) = media de los L;

Note que si hubiesen algunas dependencias caracteristicas entre variables, entonces un
evento de la forma [y; = ¢;] puede representarlas; por ejemplo, si el experto desea describir
las dependencias entre y;, y3, y7, entonces esta informacién puede ser representada por el
evento denotado y137 = pr(v1, s, ¥7)] donde pr(y:1,ys,y7) representa la probabilidad con-
junta de y;, y3 y y7. Este evento es de la forma y; = ¢;] donde y; = %137 ¥ ¢; = pr(v1, ¥s, ¥7)-
En casos donde “causalidades” o “influencias” entre conjuntos de variables son dadas por el
experto para describir un objeto simbélico, técnicas de propagacién (ver [12] o [15]), pueden
ser usadas para inducir otras aplicaciones gpr ¥ fpr.

Para dar una idea intuitiva del concepto de unién y de interseccién de medidas de
probabilidad es ficil ver que si ¢! y ¢? son las medidas de probabilidad asociadas a dos
dados, ¢! Uy, ¢?(v), con v € O;, es la probabilidad de que el evento v ocurra, para un dado
o (no exclusivo) para el otro, ¢! N, ¢ es la probabilidad de que el evento v ocurra para
ambos dados cuando los dos dados son tirados independientemente. Esto resulta del hecho
que si (X7, X3) es un par de variables aleatorias 2 — 0; x O; donde O; = {1,2,...,6} con
probabilidad (g}q?), entonces la probabilidad de que el niimero j ocurra en ambos dados

tirados independientemente es
¢! N 2(5) = Pr((X1,X2) = (5,0)N (0,5))
= Pr((X1,X;) = (J].f))
= Pr(X; = j)Pr(X2 = j)
= ¢ (1)e ()

La probabilidad de que el niimero j ocurra en uno u otro dado es:
gl Upr 2G) = Pr((X,X2) = (5,0) U (0, 5))
= PT((Xl,Xz) = (J'»Oi)) + PT((Xl,Xz) = (Oé,j))
—Pr((X1,X2) = (04,4) N (5,04))
= ¢/(1)gi(0:) + 4 (0:)al(5) - ¢! (1)g (5)
= (@ +4 - ad))
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Note que ¢! Uy, ¢? 1o es una medida de probabilidad puesto que aun si ¢} U, ¢?(v) € [0, 1)
la suma de los ¢! Up, g?(v) sobre O; es mds grande que 1. Tampoco g} N,y g? es una medida
de probabilidad puesto que la suma de los ¢! N,, ¢?(v) sobre O; puede ser menor que 1.
Hemos definido g sobre @7 X Q; y no sobre Q¥ x Qf como para un objeto im general,
porque por ejemplo g(¢} Uy, ¢7, U,—q{ ) se puede volver mas grande que 1. Pero, en este caso
es fcil transformar ¢} Uy, ¢? en una medida de probabilidad dividiéndola por la suma de
los ¢} Uy ¢*(v) sobre O;.

Ejemplo:

Un objeto w es descrito por su color y(w) el cual puede ser rojo ¢ azul y por su redondez
y2(w) l1a cual puede ser.redonda o plana. Seaa = [y, = ¢, &) Apr (12 = @] y w¥ = [ =
1] Apr [y2 = 72] donde ¢}(rojo) = 0.9; g¢l(azul) = 0.1; ¢Z(rojo) = 0.5; ¢?(azul) = 0.5;
q2(redondo) = 0.2; ¢*(plano) = 0.8. De lo cual resulta que a es descrito por dos clases de
objetos: cualquiera de “a menudo rojo y raramente azul” o “rojo o azul con probabilidad
igual”.

Usando ¢ = ¢} Upr ¢3 = ¢ + ¢f — ¢l ¢} obtenemos
¢ ¢3(rojo) = 0.9+ 0.5- 0.9 x 0.5 = 0.95,

o ¢}azul) = 0.1+ 0.5 0.1 x 0.5 = 0.55.

Si r, y ro son definidos como sigue:
ri(rojo) = 1, ry(azul) = 0, ro(rojo) = 1, ro(plano) = 0, entonces

a{w) gpf(q?vrl) Apr 9pr(gq2,72)

= (0.95x140.55%x0)A, (0.2x1+40.8x0)
= 0.95A, 0.2

= 1/2(0.95+ 0.2)

= 0.57

lo cual representa la probabilidad promedio de que una instancia de la clase de objetos
descrita por @ sea w y pueda ser interpretada como una clase de grado de pertenencia para
w al objeto im definido por a.

7 Objetos creencia

7.1 EIl formalismo de la funcidén creencia

Entre los trabajos que originaron esta teoria podemos mencionar al menos el de Choquet [4]
sobre “capacidades de orden 2"y el de Dempster [6] sobre “probabilidades superior e inferior
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inducidas por una aplicacién multivaluada™. Las nociones bdsicas de este formalismo se
encuentran en el libro de Schafer [17]: “A Mathematical Theory of Evidence”, una referencia
estindar para esta teoria.

Una funcién de asignacién de probabilidad m, de P(2) (2 finito) en [0,1] es
definida por: Y {m(V)|V € P(Q)} =1 y m{@) = 0.

Una funcién de creencia Cre: P(}) — [0, 1] se define por:

Cre(A) = S_{m(V)[V € P(),V C 4}

Un cuerpo de evidencia es visto como un par {¥,m) donde m es una funcién de
asignacién de probabilidad y F = {V € P()Jm(V) # 0} es el conjunto de elementos
“focales”. Dado un cuerpo de evidencia es posible definir exactamente una funcién de
creencia; también es posible definir una funcién plausibilista Pl : P(Q) — [0, 1] tal que

PI(A) = 3 {m(V)|V € P(Q),VN A £ 0}

y entonces tenemos: Cre(A) = 1 ~ PI(4).

Se pueden probar [17] que Cre es una funcién de creencia si y sélo si:
i) Cre(2) =1
ii) Cre(@)=0

i) Cre(AjU...UA;) > ) Cre(A;}- > Cre(Ain4;)+...

t 1<y
= Y (—)HCre(niesAi)
I1¢{1,...,n}
I#@

donde |I| denota la cardinalidad de I.

Como una consecuencia de iii) obtenemos:

PI(A1N...NA) <Y PIA) - PIA;UAj) +...

i< .

Dada una funcién de creencia Cre, la funcién basica de asignacién de probabilidad m
relacionada con Cre es obtenida por:

VAC P(Q) m{A)= 3 (-1)-FICre(B)
BCA
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Dadas dos funciones de creencia Cre; y Crey, su suma ortogonal Cre; @ Crey, también
conocida como regla de combinacién de Dempster, es definida por sus asignaciones de
probabilidad:

Yo mi(V)ma(Va)

Vinv,=A

Yo ma(Vi)ma(V2)

VinV,£8

A m @‘H'IQ(A) =

Como un caso especial obtenemos una generalizacién de la regla de condicionamiento
de Bayes, la cual es conocida como condicionamiento de Dempster:

Cre(AU B) — Cre(B)
(1 - Cre(B))

Tenemos la siguiente relacién entre las teorias de probabilidad y posibilidad: se puede

Cre(A/B) =

mostrar que si F contiene sdlo conjuntos unitarios, entonces Cre es una medida de pro-
babilidad cldsica. Dempster [6] dice que Pl y Cre pueden ser vistos como probabilidades
superior e inferior. Schafer [17] mostré que si F contiene sélo una secuencia anidada de
subconjuntos ¥V € V; € ... C V, entonces tenemos: Cre(A N B) = Min(Cre(A), Cre( B))
y PI(Au B) = Max(PIl(A4),PI(B)) ¥ por tanto, en este caso, Cre y Pl satisfacen respec-
tivamente las propiedades de las medidas de necesidad y posibilidad. Dada una medida
de probabilidad Pr, se puede mostrar que existen funciones de posibilidad, de necesi-
dad, de creencia y de plausibilidad, denotas respectivamente pos, nec, cre y pla, tales
que nec < cre < pr < pla < pos.

La teoria de creencia modela varias clases de conocimiento:

i) Probabilidad: dice J. Pearl [15] “las funciones de creencia resultan de las probablllda
des de asignacion a conjuntos mas que a puntos individuales”.

Ejemplo: : _
Una mdquina es capaz de calcular el promedio de vehiculos cuyas velocidades varian
en un intervalo dado a priori, por ejemplo V; = [0,110]. Algunas veces la mdquina
falla al dar la velocidad pero, es capaz de dar el numero de vehiculos que pasan
sobre la carretera. Si la mdquina indica, por ejemplo, 40% para velocidades en Vi,
50% en V3 = {velocidad > 110} y 10% cuando la velocidad es desconocida, podemos
representar esta informacion por una funcién de creencia g con cuerpo de evidencia
(F,m} tal que:

F={V;,Vo, R*},m(V)) = 0.4, m(Vy) = 0.5 y m(IR*) = 0.1
Entonces obtenemos, por ejemplo cre([0,130]) = 0.4 y pla([0,130]) = 0.4+ 0.5 = 0.9.

ii) Testimonio: si dos testigos observan el mismo evento A, entonces usando la regla de
Dempster se puede probar que la creencia en A crece. Si uno observa A y el otro B

B e e
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con A # By AN B # () entonces se puede probar que la creencia en A y B decrece. Si
AN B =0 la creencia en A y B decrece mds que en el caso anterior, y cuanto mayor
sea la creencia en B menor sera la creencia en A.

Ejemplo:

Después de un accidente observado por dos testigos, el primero esta casi seguro que el
auto viajaba a no mas de 100 Km por hora (V; =]0,100]) y el segundo testigo, quien
estaba mas lejos, piensa lo mismo pero estd menos seguro. Por tanto cada testigo
puede ser representado por una funcién de creencia: el primero por g;, con cuerpo de
evidencia (.F], ml) tal que .7:1 = [VI, R+], ml(Vl) =0.9 Y q2 definido por (fg, mz) tal
que Fy = F3 y ma(Vi) = 0.7. Entonces usando la regla de Dempster se obtiene:

@ ® (V1) = a(V1) + (V1) - a(V1)g2(V1) = 0.9 + 0.7 - 0.63 = 0.97

7.2 Una definicién formal de objetos creencia

De acuerdo con Dubois y Prade [11], definimos la union e interseccién de dos cuerpos de
evidencia (F;,m,) y (F2, m2) como sigue:

VA € P(Q),
o miUcrema(4)= Y. m(Vi)my(Va).
ViuVa=A
® mq Ncre mz(A) = Z ml(Vl)mz(Vg)
VinVe=A :

La definicién anterior es consistente con la regla de Dempster si el término m; N ma(0)
{que refleja la cantidad de desacuerdo entre las fuentes o su independencia) es eliminado.
En la siguiente definicién denotamos por ¢} una funcién de creencia con cuerpo de evidencia

P i
(}: » M )
Definicién
Una asercién creencia denotada acre = /\c,e[y.": {q};] es una asercién im que toma sus

i

walores en L = [0, 1] tal que:
e Vi (); es un conjunto de funciones creencia definidas sobre O;.

. OPcre Vi ql,¢? € Q,, definimos:
Ucre q; (V) = z m- Nere m; (A),

ACYV
¢! Nere (V) = Y m} Ucre mI(A);
. ALY : ; 2
cerelg] )(V) = (V) = Z: m;}(A) donde W!(A) = m}(A).

ACV

® Jcre: ycre(q;‘,q?) Sk E{m3 Mere m?(V2)|V2 cW,(W1,V2) € i x F}.
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e f esla media.

Note que la unién e interseccién de funciones creencia son funciones creencia (al contrario
del caso de probabilidades como de posibilidades). Igual que en el caso de los objetos
probabilisticos, la escogencia de la funcién f puede ser mas general, aqui hemos escogido la
media a fin de simplificar.

Es también posible definir un objeto plausibilista por:

® Oppz:
@ Upe (V)= ). minmi(A)
ANV #D
¢ Npegf(V)= Y miumi(A);
ANV #p

cpe(gi) = ; es definida como en el caso creencia.
o gpe: gpelal, @) = T{m}(V)m}(V2)|[Van Wi # 0,(V1, Va) € i x P}
e f esla media.

Se pueden mostrar las siguientes propiedades:
1. q'il Nere Q';'z =gq qga puesto que
q‘_l Nere ‘1.'2(‘/) = E m} Nere m?(A)

ACV

Y mi(V)mi(va)

ViuVa=ACV

Y. mi(Vi) Y mi(Vy)

wev Vv

2. gere(q!,4?) = Z m}(Vi)q?(Vl)

Vle-?l
3. gpe(alal) = D mi(V)pli(Va) = 3 mi(Va)pti(Vh)
=aeh v Viern
donde pt}(V;)= > ¢!(V); por tanto gps es simétrica mientras gere no lo es.
VnV;#0

4. VA€ P(Q) ¢} *cre 7(A) = 1 - ¢} %pe g¥(A).

5. Si dos expertos observan el mismo evento A y son asociados a las funciones creencia g}
y ¢? con F} = F? = {A, O}; entonces se puede mostrar que g} Ucre ¢ = ¢! +¢? — ¢! ¢?.

Ejemplo:

Varios expertos en transporte definen el escenario de un accidente entre un carro y una
bicicleta por una funcién creencia ¢; concerniente a la velocidad del carro. Conociendo ¢;
se puede definir el objeto creencia a = [velocidad = ¢;] donde el cuerpo de evidencia de ¢;

—— e L
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es {F;, m;} tal que F; = {V;4,0}, donde O es el conjunto de posibles velocidades y V; C O
es un intervalo de velocidad (por ejemplo V; = [100,120] kilémetros por hora). Ahora
supongamos que un testigo observa un accidente y dice que es definido por una funcién
creencia ¢; con cuerpo de evidencia {F;,my} tal que F; = {V5,0}. Si deseamos conocer
qué tanto un accidente definido por w¥ = [velocidad = g;] satisface el escenario definido
por a, debemos calcular a(w). Como @ es un objeto creencia, por definicién tenemos:

aw) = ) mi(V1)aa(V) = mi(V1)g2(Vh) + m1(0)g2(0) = ma(V1)g2(Vh) + ma (0).
VCF
Por tanto si Vo C V; entonces a(w) = my(Vi)ma(V2) + my(0) y entre mds alta es la

creencia del testigo en V5, mas w satisface el escenario definido por a. Si V; C V; entonces
a(w) = m,(0) y entre mas grande es la ignorancia del experto que ha definido el escenerio,
mas w lo satisface.

&

8 Algunas propiedades y cualidades de los objetos simbéli-
cos

8.1 Orden, unidén e interseccién entre objetos im
Es posible definir un preorden parcial <, sobre los objetos im estableciendo que:
a; <y az siysélosiVw € Q a<a(w) < az(w).
Deducimos de este preorden una relacién de equivalencia R por
a;Ra; si y sélo si Ext(a, /R, a) = Ext(az/Q,a)

¥ un orden parcial denotado <, y llamado “orden simbdélico” sobre las clases de equivalencia
inducidas por R.

Decimos que a; hereda de a; o que a; es mds general que a; en el nivel a si y sélo si
@; <, a; (lo cual implica que Ext,(a;/Q,a) C Exty(az/9,a)).

Llamamos intension al nivel @ de un subconjunto £2; C ) al objeto simbdlico b definido
por la conjuncién de eventos cuya extensién al nivel contiene a £1;.

La unién simbélica ay U, o az (resp. interseccién aj Nz o az) al nivel a es la intensién de
Ext(a;/Q, a) U Ext(az/Q, a) (resp. Ext(a;/R, a) N Ext(ay/R, a)).

8.2 Algunas cualidades de los objetos simbdélicos

Como en el caso booleano [1],[8], es posible definir diferentes clases de cualidades de objetos
simbdlicos (refinamiento, simplicidad, completitud, etc). Por ejemplo decimos que un objeto
simbdlico s es “completo” si y sélo si las propiedades que caracterizan su extensién son
exactamente aquellas cuya conjuncién define el objeto. En otras palabras s es un objeto
simbdlico completo si es la intension de su extension. Mads intuitivamente, si puedo ver
algunos perros blancos y establezco “Puedo ver algunos perros”, mi proposiciéon no describe

los perros en una forma completa, puesto que no estoy diciendo que ellos son blancos.
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Por otro lado, la simplicidad al nivel @ de un im objeto es el niimero mds pequefio de
eventos elementales cuya extensién al nivel a coincide con la extensién de s al mismo nivel.

Cuando un operador U, debe ser definido en un dominio relacionado con una semantica
especifica la cual induce el concepto de similitud entre objetos simbdlicos, parece natural
que satisfaga las siguientes propiedades especificas:

a) La unién de dos objetos simbélicos es mds general que cada uno de ellos. Es decir, la
extension de la union de dos objetos simbdlicos contiene la extensién de cada uno de
ellos.

b) La unién de un objeto simbdlico consigo mismo tiene una extensién que contiene la
de este objeto.

c¢) Entre mds dos objetos son similares, inenos ellos son generales.

d) Los objetos mas opuestos (opuestos en todas las variables que los definen) tienen una
unién cuya extensién contiene a cada uno.

e) La unién de dos objetos similares debe rechazar, en su extensioén, objetos que no les
sean similares.

En el caso de interseccién, se pueden definir condiciones “naturales” analogas que ex-
presan condiciones inversas. Por ejemplo la interseccién de dos objetos simbdlicos es menos
general que cada uno de ellos.

En el caso de objetos probabilisticos o posibilisticos, es facil ver que la condicién a) es
satisfecha, puesto que cuando ¢; y g2 son dos medidas de probabilidad, tenemos:

QUpre=q+0Q -0 > g

para k = 1,2. Cuando ¢; y ¢ son medidas de posibilidad tenemos

q1 Up g2 = max(q1,q2) > gk

para k=1,2.
Si a; = Aify1 = ¢] obtenemos a; Up az = Aifyi = ¢! Uz ¢?] y Yw € Q tal que w¥ =
Ailyi = 7] tenemos:

ay Ug aZ("“") = .f:z.'({.Q:r:(qa'1 Uz ‘L?,Ti)}:')a

por tanto,

a1 Upr az(w) = Media{ ) ¢/ Upr ¢/(v)ri(v)}: > Media{ ) | ¢(v)ri(v)}i = ar(w)
cy veQ; veOD;

conk=1,2.
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De la misma forma, en el caso de posibilidades obtenemos:
a1 Up ag(w) = my{?e%fmin(Q3 Upr ¢(v), 7i(v))}
> max{maxmin(gf(v), i(v))}
= ag(w)con k=1,2

Es facil ver, de la misma forma, que la interseccion posibilistica y probabilistica satisfacen
la condicién inversa.

La condicién b) es probada en el caso de objetos probabilisticos, de la siguiente forma, si
se trata de una asercién reducida a un evento, y puede ser ficilmente generalizada (tomando
Ja media) al caso de una conjuncién de varios eventos:
sea a = [y = p], tenemos por definicién a Upr @ = [y = p Up; p] = [y = 2p — p?; por tanto
¥w® = [y = r] obtenemos

aUpr a(w) = 3 (2p— p*)r(v) 2 " p(v)r(v)
veOD veOD
¥y asi a Up; a(w) > a(w); por tanto a Upr a > a.

En caso de objetos posibilisticos es facil ver que a U, @ = a pues si ¢ es una medida de
posibilidad y a = [y = g] obtenemos a Upr a = [y = ¢ U, ¢] = [y = max(g,q)] = a.

Las condiciones c) y e) dependen de la escogencia de la similitud. Con la similitud
propuesta en §10.1 se puede mostrar que la tercera condicién no es satisfecha por objetos
probabilisticos. Es facil mostrar que la condicién d) es satisfecha por objetos probabilisticos
¥ posibilisticos. Sea a; = [y = p;] con pi(v;) = 1 y por tanto p;(v;) = 0 si v; # vj. Resulta
que en el caso probabilistico obtenemos U;p; = 1 € er donde 1 es la aplicacién tal que
1(v) = 1 para todo v. De lo cual resulta que para cualquier w®* = [y = r| donde 7 es
una medida de probabilidad, Upra;(w) = 1. En el caso en que los p; son posibilidades

1
obtenemos también U;p; = 1 (que es una posibilidad). Resulta también que para cualquier
w* = [y = r| donde p es una medida de posibilidad, U,,a,-(w) = 1. Por tanto en ambos

]
casos la unién de los objetos mas opuestos son iguales a 25, el objeto pleno cuya extensién
contiene todos los elementos de (2.
8.3 Algunas propiedades de los objetos im : reticulo y completitud

Se puede mostrar [9] que dado un nivel a, el conjunto de objetos im es una reticulo para
el orden simbdlico, y que la unién e interseccién simbdlica definen el supremo y el infimo
de cualquier par. Para ello, f;, g. ¥y hs (ver §3.1) deben ser bien escogidas e introducimos

un “pleno” y un “vacio” (los cuales también podrian ser llamados “superior” e “inferior”)
porque son respectivamente el mds y menos general de los objetos simbdlicos, denotados
respectivamente Q° y ¢, y tales que para todow € 2, Q°(w) =1y ¢(w) = 0. Es entonces
facil ver que la extensién de Q5 contiene todos los elementos de £ (es decir, es “pleno”) y
la extension de ¢ no contiene ninguno (es decir, es “vacio”).
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Se puede también mostrar que la unién y la interseccién simbdlica de objetos im com-
pletos son objetos im completos y por tanto que el conjunto de objetos im completos es
también un reticulo:

9 Una extension de las aserciones posibilisticas, probabilis-
ticas y creencia, sobre objetos simbdlicos

9.1 Aserciones duales

Varias clases de valuaciones de objetos simbélicos pueden ser estudiadas, por ejemplo, en
el caso de objetos booleanos las obtuvimos definiendo YA C A;,e*(A) = ]%l' (en este caso
los O; deben ser finitos y satisfacer los axiomas de Kolmogorov; a*(4) también puede ser
calculada teniendo en. cuenta las restricciones que pueden existir entre las variables (ver [5]
para mas detalles sobre restricciones). Otra posibilidad puede ser considerar la z-unién de
subconjuntos de A; mediante la siguiente definicién donde

%7€ {Uz, N} VAL A2 C A, Als, A2 = {a) %, a5](a1,a;) € AL x A2}

y entonces estudiando la relacién entre a*(AL U, A2), a*(A1N, A2}, a*(AL) y a*(A2) (donde,
por ejemplo, a*(A;) = 3-{a*(a:)lai € A:}).

En este articulo, nuestra idea es extender una asercién im a = /\z[y.- = ¢ a una

asercion im dual, denotada ¢” y definida sobre subconjuntos de A, do'nde g; depende de
la escogencia de z que puede ser, por ejemplo, una funcién posibilistica, probabilistica o
creencia y, A; es el conjunto de aserciones asociadas a z. M4ds generalmente, a* puede
ser definida sobre “+;-combinaciones” de tales subconjuntos de la clase A *, B donde %, €
{Uz, 0z} ¥ mostrar que ¢* es en si misma un tipo de funcién posibilistica, probabilistica o
creencia dependiente de z.

Mas precisamente: dado Ay C A,, tenemos A, = {a|la € A;} y para definir 4 =
Uz{ala € A;} usamos el conjunto Q;-‘" C QF tal que Qf’ = {gia = /\x[yj = gq;] € A}

J

Denotamos: ¢/ = U.{g|¢: € Q).

Definimos U, para aserciones im por

Uy{aja € 4,} = /\x[?h = 9'54]

L]
por tanto tenemos A = A [y = ¢fY).

Definimos a; como la medida “dual” de ¢¢ = /\,,[y,- = qf] por
%

ag(a;) = fo({g:(df. a)}0)
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¢ tanto, dado A% C A,, denotamos A; = U,{ala € A_.ﬁ} y obtenemos

ag(Ak) = fx({gx(‘i'i‘:qfk)}i)'
generalmente

aj(A1 *z A2) = fo({92(af, ¢ *z ¢f*)}0)

Ak
*z € {Uz, N} y g™ = *o{ailai € Q7).

Tres teoremas de metaconocimiento
tres resultados siguientes [9], prueban la existencia de los objetos probabilisticos, po-
isticos y creencia, definidos respectivamente sobre objetos probabilisticos, posibilisticos

¢ creencia, ellos mismos definidos sobre (2.

Teorema 1 (caso de objetos posibilisticos)
1. a*(A,)=1ya*(0)=0.

2. VA;,A; C A, a*(A U, Az) = max(a*(A;),a*(A2)).

Teorema 2 (caso de objetos probabilisticos)
1. a*(Ap) =1y a*(0) = 0.
o VAl,Ag g Apr d'(A] Up,- Az) - d*(Al) + a*(Ag) & ﬂ‘(A} np, Ag).

En el caso de objetos creencia, decimos que hay independencia entre el cuerpo de evi- i
llen.cia. de dos objetos creencia a; y az si y sélo si para todo i los cuerpos de evidencia

(F7,m?) asociados a ¢/ para j = 1,2 son tales que m! Ncre m}(@) = 0. En otras palabras,

los elementos focales V! € F! y V2 € F} son tales que VX N V32 #£ 0.

Los cuerpos de evidencia de dos subconjuntos A; y A; de Ace se dicen independientes
si y sélo si para j = 1,2 y para todo i tales que Q] = Ucre{¢l|q} € Qf‘f}, los cuerpos de
evidencia de Q! y Q? son independientes.




32 E. DIDAY

Teorema 3 (caso de objetos creencia)
1. ﬂ‘(A‘cre) =s] Yy a*(g) =1

2. SiVi A; C Acre los cuerpos de evidencia de los A; son independientes, entonces

n

a"‘(Uc,eA.-) 2 z (—I)HI'HG* (ncreAt')

s=rl IC{1,...m} el

3. VA C Ace se tiene:

m*(4) = :j;,f{‘j))%( ~1)A-Blag,,(h(B))

donde A(B) = Ncre{AilAi = A - {a;},a; € A— B,B # A}
h(A) = Ucre{A{IA{ - A = {a,'},a,' € A}
entonces m* es una funcién de asignacién de probabilidad sobre Acre.
En otras palabras, m* : P(Ace) — [0, 1] es tal que m*(0) =0, Y  m*(A)=1y
ACAcre
VA g Ac[g a*(A) = Z m*(B)-
BCA
Usando m* es entonces posible extender la regla de Dempster y el condicionamiento de
Dempster sobre el conjunto de aserciones creencia.

9.3 Semantica de a* en el caso de objetos probabilisticos

En caso de probabilidades a}(a;) representa intuitivamente la probabilidad promedio de que
la misma instancia ocurra en ambas entidades descritas por a; y a. Serd una probabilidad
alta si y sélo si g(¢!,¢?) = ¥, ¢} (v)¢?(v) es grande para todo i. Dicho de otro modo, entre
més grandes o mas pequends sean ¢} (v) y ¢?(v) a la vez, y sus valores grandes se concentren
en pocos elementos v € O;, mas grande serd g(g, ¢?). Si g}(v) es grande cuando ¢?(v) es
pequefio para cualquier i, entonces g(g}, ¢?) serd pequeiio.

Nétese también que si consideramos que a*( Ay Ny, A2) es una medida de especializacién
probabilistica y a*(A; Upr A2) una medida de generalizacion probabilistica entre A; y Ag,
entonces el teorema 2 muestra que, cuando a*(A,)+a*(A2) es constante, entre mas Ay y Az
son especializados (por ejemplo a*(A; Ny, A2) grande), menos son generales (por ejemplo
a*(A; Up, Az) pequeiio).

9.4 Semaéntica de a* en el caso de objetos posibilisticos

Si ay y az son objetos posibilisticos, aj(az) representa intuitivamente la “posibilidad” que el
algiin objeto individual “posible” Iia.ra, a; sea “posible” para aj. En el caso extremo donde
ay y az sean ademads aserciones booleanas aj(a2) mide la posibilidad que un objerto indivi-
dual satisfaga simultineamente a; y a;. Mds precisamente, si a; es un objeto posibilistico
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booleano, se puede escribir como a; = Al = qf ], donde qf es una aplicacién caracteristica
tal que ¢/(v) = 1 si v € V. Asi a; puede ser escrito como un objeto simbélico booleano:
a; = Ailyi = V7], de lo cual resulta que (ver §5.3)

i(az) = max  sup {min (¢}(v), ¢¥(0))}) = 1

y sélosi Vi VN V2 #0,lo cual expresa el hecho que es posible que un valor tomado
en V2 sea tomado en V.
Si @ es un objeto necesitista booleano, obtenemos en el caso booleano

aj(az) = min (_ inf {max (g:(v),7i(v))}) = 1

si y sélo si Vi V2 C V!, lo cual expresa el hecho que un valor tomado en V2 es necesa-
riamente tomado en V'

Note, ademds, que es necesario y suficiente que al menos para un v € O;, ¢} (v) y ¢}(v)
sean ambos grandes para obtener un valor grande de

gpos(al, ¢f) = supinf{(g} (v), ¢}(v))}-

Ejemplo: : ,
debemos clasificar varios documentos que son caracterizados por la frecuencia de algunas
palabras dadas. : 24

Objetos probabilisticos: usando la frecuencia asociamos a cada documento d; una medida
de probabilidad ¢; y una asercién probabilistica a;. Es entonces facil ver que a](a;) es la
probabilidad de que la misma palabra ocurra en ambos documentos d; y d;, ésta serd alta

si en los documentos d; y d; las frecuencias estdn concentradas sobre pocas palabras y son

grandes para las mismas palabras.
Objetos posibilisticos: algunas palabras pueden aparecer pero con contrasentido, y algunas
otras, importantes para algunos documentos, pueden no aparecer. Asi, tomando en cuenta

el contexto, un experto asocia a cada palabra una medida de posibilidad; por tanto, cada
documento d; puede ser representado por una asercién posibilistica a; y a(a;) sera grande
si al menos para una palabra, las posibilidades son simultineamente grandes para ambos
documentos d; y d;.

9.5 Semantica de a” en el caso de objetos creencia

El significado de aj(a;) puede ser interpretado como una “creencia de creencia” o la “con-
viccién” de algo, denotado E;, cuya creencia es representada por ay, de la creencia de alguna
otra cosa denotada F;, cuya creencia es representada por a;.

Ejemplo:
para i = 1,2, sea a; = [y = ¢;] donde ¢; es una funcién creencia de O a [0, 1], con cuerpo de
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evidencia (F;,m;) y F1 = F, = {A, B,0} con AN B = (; entonces obtenemos

a}(82) = gere(q1,92) = D mi(V)g2(V) = my(A)ma(A) + my(B)ma(B) + mi(0) (1)
Ver

Siguiendo un ejemplo cldsico de Schafer [16], supongamos que: Betty es una experto E;
y yo soy un experto Eq, A = “una rama de arbol cayé sobre mi carro”, B = “ninguna rama
de 4rbol cay6 sobre mi carro”. Supongamos que Betty me dice que una rama de arbol cayé
sobre mi carro, esto es ma(A) = 1 y my(B) = 0. Sabiendo que mi probabilidad subjetiva de
que se puede creer en Betty es p = 0.9, digo que su testimonio justifica un 0.9 del grado de
creencia de que una rama de arbol cay6 sobre mi carro, por tanto mq(A) = 0.9, my(B) =0
y m1(O) = 0.1. Resulta de (1) que mi creencia sobre su creencia es aj(az) = 1. Esto
es justiﬁcédo puesto que mi creencia no me da razon para rechazar la creencia de Betty
dado que m(B) = 0. Si tengo alguna razén para confiar en B, entonces m;(B) # 0 y mi
creencia sobre su creencia aj(a;) = my(A)+ my(0O) se vuelve mas pequeiia que 1, dado que
ml(A) “+ ml(B) + ml(O) =1.

Notemos que “mi probabilidad subjetiva de que Betty dice la verdad” es igual a mi
creencia sobre su creencia, es decir aj(az) = 0.9, en los dos siguientes casos:

1. m1(A) = 0.9, my(B) = 0.1y me(A) = 1,
2. my(A) =1y my(A) = 0.9,

lo cual corresponde a la intuicion.
Mas generalmente, podemos ver que la convicciéon de E; concerniente a la creencia de
E, serd maxima, es decir aj(az) = 1, si:

o E, es totalmente ignorante de las creencias de A y B, puesto que en tal caso m;(A) =
mi(B) =0y m(0) =1,

e E, y E; confian totalmente en la misma creencia puesto que m;(A) = ma(A) =10
ml(B) = mg(B) =l

Si my(B) = 1 y E, tiene alguna ignorancia de A (es decir m;(0) €]0, 1[), entonces su
conviccién de la creencia de E; sobre A (es decir ga(A)) serda mds grande que ¢a(A); por
ejemplo si mi(A) = ma(A) = 1/2 entonces my(O) = 1/2 y la conviccién de E,; sera
ai(az) = 0.75. Si E; confia totalmente en A (m;(A) = 1, my(B) = my(O) = 0) y E; confia
totalmente en B (my(B) = 1 y m(A) = 0) entonces la conviccion de E; de la creencia
de E; sera 0. Si E; es completamente ignorante, es decir my(A) = my(B) = 0, entonces
la conviccién de E; de la creencia de E; serd baja si su creencia es fuerte (es decir, su
ignorancia medida por m;(O) es baja).

Ejemplo
Varios sensores, en posiciones diferentes, tienen una creencia de un evento A. Este conoci-
miento induce una creencia de cada sensor de la creencia de los otros sensores cuando ellos
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‘estian en la misma situacién. En la figura 6 presentamos 4 situaciones que permiten a 4
sensores obtener una creencia de la creencia del sensor niimero 5.

X;? X,? X3? X4?
El Es Ez Es Eg E5 Ey E5
1\ /1 l\ /0 0.% &7/1 0.% \7/1
A A -A A 0 A
(a) (b) (c) (d)
A1 Xo=0 X3 =0.7 Xi=1

Figura 6: X; = a}(as) es la creencia de E; de la creencia de Ej,
es calculada segin la ecuacion (1)

En esta figura, si denotamos a; = [y; = ¢;] la asercién creencia asociada al sensor i, y
F; el elemento focal de la funcién creencia g¢;, tenemos:

3-) = F = {A},
por lo tanto m;(A) = ms(A) = 1. Resulta de (1) que X; = aj(as) = 1.

b) F; = {A}, Fs no contiene a A,
por lo tanto aj(as) = 0.

c) F3 = {A,~A}, Fs = {A}, m3(A) = 0.7 y mz(~A) = 0.3.
Por lo tanto a3(as) = ma(A)ms(A) + ma(~A)ms(—A) + mz(A)ms(A) + ma(O) = 0.7.

d) Fq= {Aa O}’ Fs = {A}'l md(A) =0.7, m4(0) =03y mS(A) =1,
por lo tanto aj(as) = my(A)ms(A) + mg(O) = 1.

Si una gran mayoria de sensores (por ejemplo, al menos el 75%) tienen una creencia
sobre un sensor dado, menor o igual que un umbral «, este sensor puede ser rechazado para
el reconocimiento de A. En este ejemplo, si @ = 1/2, el sensor nimero 5 no es rechazado
y si @ = 0.8, entonces es rechazado. Note que si un sensor es completamente ignorante
(mi(O) = 1y por tanto m;(A) = 0 para todo A ) confiard en cualquier sensor sin importar
la creencia de este sensor. Por tanto podemos rechazar el juicio de sensores que son muy
ignorantes.

En lugar de usar una regla mayoritaria, es posible usar la regla de Dempster (al segundo
nivel) aplicada a la creencia de creencia, de un conjunto de sensores, de un sensor dado.
De esa forma el sensor representado por as es rechazado si @1 a;(as) < a. La creencia en
A, si ningiin sensor es rechazado, es medida por la regla clisica de Dempster (al nivel 1):
EB:'121 ai(A)'
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Hay un teorema analogo si a; es una asercién plausibilista y a(az) puede ser interpretado
como la “no-discordancia” mutua entre lo que E; y F; confian. Para ilustrar eso, podemos
ver, del ejemplo anterior, que si a; es un objeto plausibilista, entonces:

aj(a2) = gp(q1,q2)
= 3 m(V)pla(V)

VeFR
= ma(4)(ma(A) + my(0)) + ma(B)(ma(B) + may(0)) + my (O)pl(O)
= my(A)ma(A) + m1(B)ma(B) + m1(0) + ma(O) — my(O)my(0).

Por tanto, esto corresponde a la intuicion puesto que vemos, contrariamente al caso de
conviccién, que la no discordancia entre lo que Ey y F; confian se conserva alto cuando Ej
es totalmente ignorante. Es decir, m3(A4) = my(B) = 0 aun si la creencia de E,; es fuerte,
esto es m1(O) = 0.

Otro tipo de interpretacién de aj(az) puede ser obtenida en términos de “ajuste”. Si
consideramos la clase C; (de frutas producidas en una region, por ejemplo) descrita por el
objeto creencia a;, podemos decir, cuando a; es un objeto creencia, que aj(a;) mide cudnto
C; “ajusta” a C;; cuando a; es un objeto plausibilista, podemos decir que aj(az) mide el
“no-desacuerdo” entre C; y Cs.

Por ejemplo, si y expresa el color y si las frutas de ambas regiones tienen el mismo color
denotado A (es decir, mi(A) = my(A) = 1, my(B) = ma(B) = 0y m1(O0) = my(O) = 0)
entonces aj(az) = 1 mide qué tanto C; “ajusta” a C; y también el “no-desacuerdo”, para el
color, entre C; y C;. Si el color de las frutas de la segunda regién es totalmente ignorado,
es decir mg(A) = ma(B) = 0y ma(O) = 1, y el color de las frutas de la primera regién es
A, es decir m1(A) =1 y my(O) = 0, entonces, cuando a; es un objeto creencia, obtenemos
aj(az) = 0 lo cual mide qué tanto C; ajusta C}; cuando a; es un objeto plausibilista,
obtenemos aj(a;) = 1 lo cual mide el no-desacuerdo entre Cy y C.

10 Analisis de datos de objetos simbdlicos

10.1 Los cuatro enfoques

Varios estudios han sido realizados recientemente sobre este topico: para histogramas de
objetos simbélicos ver [5]; para generadores de reglas por grafos de decisién sobre objetos im
en el caso de objetos posibilisticos con “tipicalidades” como nodos, ver [13]; para generadores
de clases con interseccién por piramides sobre objetos simbdlicos, ver [1].

Mads generalmente, cuatro clases de andlisis de datos pueden, aproximativamente, ser
definidos dependiendo de la entrada y la salida:

a) Analisis numeérico de tablas clasicas de datos.
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b) Andlisis simbélico de tablas cldsicas de datos (por ejemplo, obtener un andlisis factorial
o una clasificacién automdticamente interpretadas mediante objetos simbélicos).

c) Anélisis numérico de objetos simbélicos (por ejemplo, definiendo distancias entre ob-
jetos). '

~d) Andlisis simbélico de objetos simbélicos. En este caso la entrada y la salida de los

métodos son objetos simbdlicos.

. Para ilustrar estos cuatro enfoques, sobre un ejemplo sencillo, se usa una disimilitud
objetos sibdlicos definida como sigue:
%22 a; = Ay = ¢f] € A el conjunto de aserciones im . Denotamos a} una funcién

A, — [0,1] tal que a}(ax) = fz({9:(¢,¢¥)}:). Entonces ponemos:

b (ﬁ__(___)) @)

2\ Vai(ar)ag(ar)

“en el caso en que g, sea simétrica (lo cual sucede cuando tenemos aserciones probabilisticas,
posibilisticas o plausiblistas), s puede escribirse:

aplar)  _ _ aj(ae)

Vaieai(e)  /aj(ar)er(a)

s(ag, ax) =

Ejemplos:
: ay, a; dos objetos probabilisticos tales que:
a; = [y = 0.7v1,0.3v;] az = [y = 0.3v1,0.7v)
emos
aj(ay) . 0.7x03+03x0.7

0.724

g Vai(ar)aj(az) C VO 03032 + 0.1%)

A partir de este ejemplo, se ve que los objetos probabilisticos no satisfacen la condicién
¢) dada en §8.2 cuando se define a = [y = 1v;,0v;] = [y = v;] obtenemos a;Uprasz (a) = 0.79
¥ ay Upr a1 (a) = 0.91; por lo tanto a; Upr az no deberian ser considerados mds generales
que a; Upr a1, atin si el par (a1, az) puede ser considerado tan similar como el par (a1,a;),
pues s(ay,a1) = 1y s(ay,az) = 0.724. '

Sean ay,ay dos ob jetos posibilisticos tales que a1 = [y = 1vy,zv2] y a2 = [y = 2y, 1vg),
tenemos:

max (min(l,x),min(:z:, 1))
s(ay,az) = =&

\/ma.x (min(l, 1), min(z, :c))
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Por lo tanto cuanto mds pequeiio sea z lo mas disimiles serdn a; y a;. Por lo tanto, a;Upa; =
[y = 194, 1v;] es el objeto entero pues V e, a; U, a3(a) = 1 y por lo tanto, contrariamente al
caso probabilistico, en este ejemplo el caso posibilistico satisface la condicién c) §8.2.

Tlustramos estos cuatro puntos de vista aplicando tres métodos de anilisis de datos:
componentes principales, clasificacién jerdrquica y clasificacién piramidal.

Sea T la siguiente tabla de datos donde el conjunto de objetos individuos es {} =
{w1,...,ws} que son cinco compaiiias descritas por dos variables: y; es la tasa de empleo y
¥2 la ganancia.

Wy Wy W3 Wy Wws
7N —1/2 1/2 AR R
Y2 -1/2 1/2 ] == 42q B &

Tabla T

Esta tabla estd representada en la figura 7.

_______ 1 2
wy

Figura 7: Representacién grifica de la tabla T

10.2 Analisis numérico de una tabla de datos clasica

¢ Andlisis en componentes principales de la tabla T

Wi 09 ° 0.7
0.7 09

deducimos los valores propios A\; = 1.6 y Ay = 0.2 y los vectores propios u} = 7’5(1 1),

De la matriz de covarianzas

ub = :}-5( 1 —1). Finalmente obtenemos la representacion de las componentes principales

dada en la figura 8, donde la projeccién de w; sobre el eje i es dada por Fi(w;) = ulz;,

donde z! = (11(w1)) — %1, y2(wz) — 2 ¥ ¥ = 1 es la media de y;; por ejemplo, Fy(w;) =
-3/2

(1 D(E30)-



S SIMBOLICOS PARA EL ANALISIS DE CONOCIMIENTOS 39

ejT 2
a/2 e
-L;:/z —‘:72 a/3 h? eje 1
] —af2 ws

Figura 8: Anilisis en componentes principales de la tabla T con a = V2

» Clasificaciones jerarquica y piramidal de la tabla T
Hacemos la “jerarquia del ligamen completo” basada en la distancia del “city—block”

iilida por:

2
d(we,w) = Y lyj(we) — yi(wr)|
i=1
El algoritmo es el siguiente: empezando con 5 clases C; = {w;}, donde en cada paso se
unen los w; € Q de las dos clases que minimizan §(C}, C;):

§(C;, C;) = max{d(w;,w;)/w; € C;,w; € C;}

Cuando dos clases se unen, sus elementos son suprimidos del conjunto:a clasificar y el
proceso contintia hasta que una séla clase quede.

Para obtener una piramide, podemos usar un algoritmo similar en el que las clases
pueden ser agrupadas dos veces (en lugar de sélo una vez, como en el caso de las jerarquias)
si respetan un orden comiin (para més detalles, puede consultarse [1]).

Usando estos algoritmos obtenemos la jerarquia y la pirimide dadas en la figura 9.

W) wp w3 ws Wy W) wy w3 ws wy
(a) La jerarquia de la tabla T (b) La pirimide de la tabla T

Figura 9
Observacién: si asociamos una disimilitud ¢ inducida por una jerarquia y una pirdmide,
al poner: o(w;,w;) = {altura del menor nivel que contiene w; y w;}, entonces, es ficil ver
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que o es mds cercana a la distancia inicial d en el caso de la pirdmide que en el caso de la
jerarquia; mds precisamente, tenemos que el valor de |d — o| = ¥ |d(w;,w;) — o(w;,w;)| es
3 para la pirdmide y 11 para la jerarquia.

10.3 Analisis simbélico de una tabla de datos clasica

Las correlaciones entre (wy,...,ws) con el primer eje del Andlisis en Componentes Princi-
pales son respectivamente (-1, -0.707,0.707,0.707, 1); si asociamos a cada lado del primer
eje los objetos cuya correlacién es mayor que 0.707 o menor que —0.707, obtenemos dos
clases de objetos: la primera clase, C; = {wi,w;}, explica el lado izquierdo del eje, y la
segunda C3 = {ws3,wy,ws} explica el lado derecho. Usando estas clases, obtenemos dos tipos
de interpretaciones simbdélicas del primer eje, pues podemos decir que el lado izquierdo es
explicado por: ay = [y = —=1/2,1/2] A [y = —1/2,1/2] y el lado derecho es explicado por
as = 11 = 1,2] A [y2 = 1,2]. Si en la entrada se da una taxonomia que diga que la tasa de
empleo y la ganancia son bajas cuando son menores que 1/2 y altas cuando son mayores
que 1, podemos usar las aserciones a; y a; para obtener la siguiente explicacién del primer
eje: es explicado por dos aserciones opuestas que caracterizan dos clases de compafifas:

a; = [tasa de empleo = baja] A [ganancia = baja]
a; = [tasa de empleo = alta] A [ganancia = alta]

Por supuesto, en los ejemplos reales las cosas son mucho mas complicadas; por ejemplo,
para tener mas precision cuando las dos clases contienen numerosos objetos, cada lado del
eje puede ser explicado por una disyuncién de aserciones obtenidas por una interpretacién
simbdlica de una clasificaciéon hecha en cada clase. Podemos también enriquecer la inter-
pretacion anadiendo ciertas propiedades; por ejemplo, podemos anadir a a; las siguientes
reglas: [si y3 = —1/2 entonces y, = —1/2] A [si y1 = 1/2 entonces y, = 1/2] y a a; la regla
[si y1 = 1 entonces y = 2].

También podemos dar una interpretacion del primer eje mediante un objeto horda h:

h = ay(uy) A az(usp)
= [tasa de empleo (u;) = baja] A [ganancia (u;) = baja]
Altasa de empleo (ug) = alta] A [ganancia (uy) = alta]
cuya extension estd compuesta por parejas de compaiias (w;,w;), donde el primer elemento
de la pareja, w;, es el bajo nivel de empleo y ganacia, y la segunda, w;, de alta tasa de

empleo y ganancia. Si una variable externa indica la edad de las compaiiias, el objeto horda
h se convertiria en: h = a1(u1) A az(uz) A [edad (u1) < edad (u2)].

Un analisis simbdlico de una tabla de datos cldsica también puede ser una interpretacion
automadtica de una clasificacién mediante objetos simbélicos: por ejemplo, es posible asociar
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cada nivel de la jerarquia un objeto simbélico completo (ver § 8.2); mds preciosamente, si
mos hy = {ws,ws} entonces, podemos asociar a hy, la asercién a; = [y3 = 2] A [y2 =
.2); @1 es completo pues:

» es definido por la intensién de hy, en otras pa.labra.s, por la conjuncién de todos los
4 eventos e; = [y; = Vi] cuya extensién contiene hi,y

# su extension es hy.

Je la misma forma, hy = {wy,w2}, h3 = {ws,ws,ws} y hy = ) pueden ser asociados
espectivamente a las aserciones completas

a2 = (1 = —1/2,1/2 Al = =1/2,1/2)
a3=[y1 =1,2]A[32 = 1,2

ay = [y = 01]_ Ay = O9]

donde O, y O son los conjuntos de todos los valores que toman y; y y2 en la tabla T'.
Usando el hecho de que cada nivel es representado por una asercién completa deducimos de
~ cualquier nivel hy = h; U hy la regla a; — a; V a;. Por lo tanto, de la jerarquia obtenemos
las siguientes reglas:

. Ry:aq—> a3 Vazy Ry:az — a; Vwj donde wj = [y1 = 1] A [y2 = 2] es el objeto simbdlico
asociado a wy. Todas las reglas de la parte superior tales como a; — a3 son validas pues a;
¥ b; son objetos completos. Finalmente hemos inducido de la jerarquia dada en a) un grafo
{wver figura 10 (a)) cuyos nodos son aserciones y las reglas son expresadas entre ellas por las
direcciones. En la figura 10 (c), (¢1) expresa la regla r; : £ — y V 2z; (¢2) expresa la regla
r2{y — z) A (z > z) y (e3) expresa la regla ry A 72

(e1)

ay & y
- I | c
iy eyl i3] s

| oo e 2 |
: (es)
/\, b/\b/\b/\b y/\
%1 wy 1 2 3 4 z
(a) (b) (c)

Figura 10: Grafo inducido de reglas entre aserciones: (a) a partir de la jerarquia,
(b) a partir de la pirdmide, donde los arcos con doble cabeza son explicados por (c)
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El mismo tipo de interpretacién simbdlica puede hacerse empezando a partir de la
pirdmide dada en la figura 9; por lo tanto, tenemos el grafo dado en la figura 10 (b);
de esta forma, obtenemos mas aserciones y més reglas entre ellas.

Si denotamos hy = {wy,ws}, hy = {wy, w3}, ha = {ws,ws}, hy = {wy,ws}, hs = {w3,wq,ws},
he = {wa,wa,ws}, by = Q — {w}, hs = {w,wr, w3}, ks = N, las aserciones completas
asociadas son:

b= 31 = =1/2,1/2 A [32 = ~1/2,1/2]

b2 = {1 =1/2,2] A [y2 = 1/2,1]
bs=[yn=2]A =12
by = [ =1,2] A [y = 2]
bs=[n =121 Aly2=1,2]

bo = [ = 1/2,2] A [32 = 1/2,1,2]

br = =1/2,1,2] A [y2 = 1/2,1,2]
bg = [y = —1/2,1/2,2] A [y2 = -1/2,1/2,1]

ba = [31 = O] A [y2 = O]

Podemos entonces inducir las reglas siguientes:
T1:bg — bgV by ry by — bg V bg r3:bg — by V by
Tq:bg — by Vs r5 : bs — by V by
Tenemos b; = ag, b3 = ay, bs = az y bg = a4; por lo tanto, es posible deducir a partir de

I

las reglas r; dadas por la pirimide, las reglas dadas por la jerarquia; para ello, necesitamos
usar la siguiente propiedad: si r: b; — b; V b V by y Ext(b;, ) = Ext{be, §2), entonces r
puede ser simplificada a &; — b; Vv b,. Por lo tanto, por ejemplo, de ry, r2 y r3 obtenemos
bg — by V (b V bg) V bg y entonces bg — by V bs que es Ry : a4 — ay V a3, obtenida de la
jerarquia (ver figura 10 a).

10.4 Analisis numérico de objetos simbélicos

Se supone que el conjunto dado de objetos simbdlicos es el conjunto de los primeros cinco
objetos simbolicos definidos por la pirdmide: {b,, by, b3, 84,05} = B.

Una manera sencilla de hacer un puente entre los métodos casicos de andilisis de datos
es calcular una medida de similitud entre los objetos de B; con esta medida es entonces
posible usar ajuste multidimensional (multidimensional scaling), clasificacién automitica,
etc, Para ello, podemos calcular la similitud s que fue definida por (2); como B es un
conjunto de objetos simbdlicos, tenemos que usar las funciones f, y ¢, definidas en §5.3.

Tenemos, por ejemplo:
bi(b2)

/01 (81)b3(b2)

Sb(bh bz) =
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= [11 = ¢}] As [v2 = ¢}] donde ¢} y ¢} son funciones caracteristicas tales que:
lﬁ) q}(1/2) =1y ¢3(-1/2) = g3(1/2) = 1, y ¢i(v) = g3(v) = 0 para v # 1/2,-1/2.
= = @Al = ¢l y () = 1si v € {1/2,1/2}, @(v) = 0 sino,
)=1siv E {1/2,1} y ¢3(v) = 0 sino.

tenemos (ver §7)

b'f(bz) = fb({gﬁ(Q| 1 45 )}‘)
= mm((‘h: 1)! q'pqg))
= min( T @), T de)de)

veO, vED;
= min (g}(1/2)¢3(1/2), 8}(1/2)63(1/2))
= min(1,1) =1,

s obtenemos b3(b1) = min({¢{, q1), (¢3,93)) = min(2,2) = 2
ién b3(by) = 2; por lo tanto

1
8p(b1,b2) = Wb

Calculando de la misma forma todas la similitudes s;(b(*), 5()) finalmente obtenemos la
abla simétrica de similitudes dada en la figura 11 (a).

- La similitud s, es transformada en la disimilitud d = 1 — s, dada en la figura 11 b).
% escogemos ¢ = maxd(b;,b;) — M, donde M es la suma de las dos parejas (b;,b;) de
semor disimilitud d(b;, b;), entonces ¢ > max (d(b;, b;) — d(b;, bx) — d(bk,b;)) y D tal que
8. b;) = d(b;,b;), D(b;,b;) = 0, es una distancia pues V1, j,k, d(b;,b;) + ¢ < d(b;, bi) +
'+ @b, b;) + c. Es facil ver que M = 0+ 0.3,y ¢ = 1 — 0.3; es entonces posible cambiar d
una distancia D tal que D(b;,b;) = d(b;,b;) + 0.7, que es dada en la figura 11 (c). Por
) tanto, es posible aplicar muchos métodos existentes de andlisis de datos usando s, d o D
> entrada.

=1/2.

Analisis simbélico de objetos simbélicos

A o entrada tenemos el conjunto siguiente de objetos probabilisticos: B = {b,,...,bs}
s que b; = [y = ¢]] Apr [%2 = @3] donde ¢ es una medida de probabilidad de P(O;) —
1] donde O; = {-1/2,1/2,1,2} y P(O;) es el conjunto de partes de O;.

Si ponemos b; = Aj[y; = (qf(vl))v1, (q;f(vg))v;, ...]los b; son definidos como sigue, donde
o walor vy asociado a qf (ve) = 0 no aparece:

r

by = [y1 = (1/2)(=1/2),(1/2)1/2] Apr [v2 = (1/2)(-1/2),(1/2)1/2]
* by = [y1 = (1/2)1/2,(1/2)2] Apr [v2 = (1/2)1/2,(1/2)1]

® b3 =11 = (1)2] Apr [v2 = (1/2)1,(1/2),2]
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s |by| by | b3 |bg | bs
b1 1]1/2] 0o 0
by 1 [ 220172
b 1o |2
by 1|2
bs 1

(a)
d |by| by | b3 | by b5
blojos] 1 [1]1
by 0 |03[1]05
b 0003
by 0103
bs 0

(b)
D bl bg 53 b4 65
b |0 |12]17]17]17
by 0|1 [17]12
b 0 |07] 1
by 01
bs 0

(c)

Figura 11
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L b= o = (1/2)0,(1/2)2] Ape vz = (1)2)
e b= [ = (U/2)1,(1/2)2] Apr [y = (1/2)1,(1/2)2

Para tratar este conjunto de objetos probabilisticos, la primera manera seria calcular la
ilitud

-

bz(b;)
spr(bivb e miioid
: i (B:)b3 (b;)

entonces, usar por ejemplo, andlisis en componentes principales o métodos de clasificacién
tomatica interpretados por objetos simbélicos tal como ya indicamos.
Por ejemplo, para la pareja (b, by), se calcula b3(b2) = for({gpr(g},¢?)}:) como sigue:

bi(bs) = Media ((a},4}),(a}, D))

lo tanto:

bj(b2) = Media (Z 6(v)-gi(v), 3 9'%(”)°Q§(v))

veO; €0,
Por lo tanto

= Media (1/2-04+1/2-1/240-04+0-1/2,1/2-0+1/2-1/2+0-1/2+0-0)
=  Media (1/4,1/4) = (1/4 + 1/4)1/2
= 1/4.

Asi bj(b)) = Media (1/2,1/2) = 1/2 y b3(b;) = Media (1/2,1/2) = 1/2.

Finalmente, poniendo a = \/%T obtenemos la siguiente similitud:

J

I 1/2° =0 '0 [1 05 0 0 0
1 £ 2 1/2 1 06 02 0.5
{spr(bi, b;)} = 1 2 )= 1 0.7 0.8
1 1 08
i i e | =

Para tratar a B, otra manera es obtener directamente de B clases de objetos simbdlicos
- representados por una jerarquia de “herencia”, en la que cada nodo es expresado por una
asercion probabilistica completa ajx, o una aproximacién de ella tal que si ajx = a; Uz o ak
entonces a;; >, max(a;,ax) donde Upr o ¥ >, han sido definidos en §9.1. Para hacerlo,
podemos usar el algoritmo siguiente sobre un conjunto de objetos simbélicos A:

e Primer paso: a;x = Uz qa4 es calculado Va;,a; € A.

» Segundo paso: los a;, de menor extensién constituyen los primeros niveles de la
jerarquia, su altura es la cardinalidad de su extensién.
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e Tercer paso: los a;ji retenidos en el paso 2 son afadidos a A y a;, a; son suprimidos
de A; entonces regresamos al primer paso hasta que la cardinalidad de A sea 1.

En la prictica, jcémo podemos calcular a;x = aj Upro ax? Por definicién, aji es la
conjuncién de eventos elementales aj-k = [y = ¢;] tales que Ext (aj-k / R, a) contiene ; =
Ext (a; /Q,a)U Ext (ax / Q,a).

Por lo tanto, para cualquier w € §; tal que w® = Aj[y; = ;] tenemos ajp(w) > o;
esta condicién es satisfecha si tenemos Vi, g(gi,ri) > a pues ajx(w) = f({g(q,7i)}i) ¥»
por definicién de f, es la media de nimeros mayores que a; por lo tanto, si denotamos
z} = ¢i(v;), tenemos la inecuacién

9(giyr) = Y z5-ri(v;) > @
v; €0,

por lo tanto, tenemos que resolver un sistema de |{)4| inecuaciones donde las incégnitas son
las xf. Si este sistema tiene muchas soluciones, para cada i las denotamos [y; = ¢f]; por lo

tanto, obtenemos aj; = /\ pr( /\pr [y = qrf]); escogiendo hpr = min (ver §3.1) la extensién
1

de a;k al nivel a es Q3 = {w/ajr(w) = f({mine{g(¢t, m:)}}:) > a}.

Para obtener la jerarquia de herencia sobre B dada por el algoritmo, el primer paso
consite en calcular los a;i = b;Upr,q bk cuya extension es de cardinalidad minima; escogemos
a = 1/2 y para calcular por ejemplo a3 = by Upy,« b2 hacemos lo siguiente:
primero ponemos a;x = a}, A a% donde af, = [y = g] es tal que afy(b1) > 1/2 y
at,(b2) > 1/2. Por lo tanto ..":5 = qe(v;) donde {vy,...,v4} = Oy = 02 = {-1/2,1/2,1,2},

tenemos que resolver las siguientes inecuaciones, donde las z¢ son las incégnitas, con la

3
restriccion E qe(vj) = E xf = 13
J J

aiy(b1) = gpr(ges i) = Y qe(vi)ri(v:)
v, €0,

por lo tanto, obtenemos:

al(by) = 1/22} +1/223 > 1/2;  al,(bs) = 1/22) + 1/22} > 1/2

4
de las que deducimos que z} + z} = 1, por lo tanto (como » _z] = 1) obtenemos zj = 0 y
i=1
efr=ack; ahemOipici 3 2!
Se tiene

aia(b1) = 1/223 +1/223 > 1/2;  ajy(ba) = 1/223 + 1/223 > 1/2

de lo que resulta que z2 = 1y 2? = 0 si i # 2.
Finalmente, obtenemos:

a2 = a%z Apr a?‘z = [yl 5 (1)1/2] Apr [v2 = (1)1/2]
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e es equivalente al objeto booleano [y; = 1/2] Ay [y2 = 1/2]).
De la misma forma, obtenemos:

ajz(b) = 1/2z1 + 1/223 > 1/2 y ajs(bs) = 25 > 1/2

#sto es contradictorio pues la primera ecuacién implica z} = 0. Por lo tanto el tdnico
shjeto simbélico cuya extensién contiene b; y bz es el objeto pleno Q5 cuya extensién
2; 0% = Ai[y; = ¢;] es definido en el casi de objetos probabilisticos por funciones
. : P(O;) — {1} (jque no son, por supuesto, probabilidades!), entonces es ficil ver que
P(w)=1,Ywe Q.

- De la misma forma obtenemos:

a4y = a5 =aq=0°
azz = [ =(1)2] Apr [y2 = (1)1]
azs = d4z3

aze = [y1=(1)2] Apr [2 = 1(2)]

825 es calculado como sigue:
' 1 AR
0-35(b3) — -'54 2 1/2
P a3s(bs) 1/2z} +1/2z} > 1/2 implicazl =1y z! =0sii #4
' a3s(bs) = 1/223+1/225>1/2

a3s(bs) = 1/2z}+1/22%>1/2

I

|
I3
|
|

- Tenemos tres soluciones:

@) z3=1,z! =0parai#3

|
@) z3=1,z2 =0parai#4

|
~ Por lo tanto:

3 ass = [y1 = (1)2] Apr [v2 = (1/2)1,(1/2)2] Apr [v2 = (1)1] Apr [v2 = (1)2]

De manera similar, tenemos:
L ags = 31 = (1/2)1,(1/2)2] Apr [1 = (1)1] Apr 11 = (1)2] Apr [32 = (1)2]

~ En la siguiente tabla damos en la entrada correspondiente a la i-ésima fila y la j—ésima
ana la extension de a;; = b; Up; 1/, b;:
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1 2 3 4 5

1 biby Q Q Q
2 bobsbs 9 bybsbs

Ext (ai; B,1/2) =

x (aJ ’ / ) 3 bibybs  b3bs
4 bybs
5

Usando esta tabla es ficil comstruir la jerarquia de herencia, uniendo en cada paso la
pareja de menor extensién. Por lo tanto, las primeras parejas son (by, b2), (ba, bs), (bs, bs);
para obtener la jerarquia no es posibie retener simultineamente (b3, bs) y (b4,bs), por lo
tanto si no hay restricciones externas en las clases (por ejemplo, restricciones de proximidad
geogrifica) tenemos que escoger una de ellas al azar; si retenemos por ejemplo (b3, bs) las
primeras parejas a ser unidas son finalmente (by,b;) y (b3, bs); por lo tanto, obtenemos
los dos primeros niveles de la jerarquia caracterizados por @12 = by Uprysa b2 ¥ @35 =
bz Upr1/2 b2. Por lo tanto, queda by para ser fusionado con (by,b2) o con (b3,b5). Es
entonces facil ver que a3,,(b) = 1/222 + 1/222 > 1/2 y a?,,(bs) = 1/223 > 1/2 lo que no
da solucién tal que Z z? = I; por lo tanto, ajp4 = ° cuya extensién es B. Ya vimos

f=i,4
que Ext {(az4/B,1/2) = {bs, by, bs}, por lo tanto azqs = aa4; asi, la préxima pareja para ser
fusionada serd (by, (b3, bs)} lo que da el tercer nivel representedo por agys = aaq; €l Gltimo
nivel une (by,b2) con (b3, by, b5) y es representado por el objeto pleno Q°.

Para resumir, hemos obtenido finalmente cuairo niveles cuya representacién y extension
son dadas en la tabla 2.

Nivel Representacién Extensién
1 a2 = [y1 = (1)1/2] Apr [y2 = (1)1/2] {b1, b2}
2 ass = [y = (1)2] Apr [y2 =(1/2)1,(1/2)2) Apr fy2 = (111] Apr [¥2 = (1)2] {ba,bs}
3 | eas = [y = (1)2] Apr [y2 = (1)2)] {bs, by, b5 }
4 | anss = Y [o=(1)(=1/2), (D1/2,(1)1,(1)2] = @° B
i=1,2
Tabla 2

Usando el hecho de que la altura de cada nivel es la cardinalidad de la extension de
su asercion probabilistica asociada, es facil construir la jerarquia de herencia asociada al
conjunto B de objetos probabilisticos, representada en la figura 12.
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5

- @345
a2 ass I

b] bg b3 bs b4

Figura 12: Jerarquia de herencia sobre objetos probabilisticos

Note que el mismo algoritmo puede ser usado con la unién probabilista, posibilista y
creencia definidas respectivamente en §5, §6 y §7, en lugar de la unién simbdélica definida
en §9 que ha sido usada aqui. La ventaja de la unién simbélica (ver §8.1) es que define
el supremo del reticulo asociado al orden simbélico. La ventaja de la unién probabilista,
posibilista y creencia es que permiten usar los teoremas 1, 2 y 3; en este caso si la alttura
de un nivel definido por a3z = a; U, a; es dada por a%(a; Uy az), obtenemos en el caso de
- objetos probabilisticos

a3(ay Upr a3) = a3(e1) + a3(az) — a3(ay Npr a2) > aj(ay) + a3(az) — az(ay Npr az)

Resulta que la jerarquia obtenida no tendrd inversiones, pues puede probarse que aj(a3) >
@3(a1) y a3(a3) > a%(az), y cuanto mas independientes sean ay y ag (i.e. a; Npy a3 cercano
'@ 0) més tenderd la altura de a3 a ser grande).

Decimos que tenemos una regla entre dos aserciones probabilx’stica.s a; y a al nivel
.(01,02) denotada por R : al(a'—'a?)ag cuando Ext (a;/B,a;) C Ext (a3/B,a3); en otras
palabras, la regla R es verdadera si, cuando b estd en la extensién de a; al nivel ¢, entonces,
‘estd en la extension de a al nivel a3; cuando a; = a; = a esta regla es denotada por a1 >az.
Usando esta notacion es facil inducir a partir de la jerarquia de herencia de la figura 6, yendo
‘de abajo hacia arriba, la regla: a35LHa345; también es posible inducir de arriba hacia abajo
Ja regla siguiente: Q° (1'1——‘,?)(112 V as4s que significa que si b est4 en la extensién de Q° al nivel
1, estd también en la extensién de ajz o de aays, al nivel 1/2; de la misma forma también
fditememos a3451—/+2b4 V ass.

nclusion

mpezando por las clases de objetos individuales definidos por intensién (en contraste
las clases s6lo definidas por extension) hemos dado varias maneras de definirlas por
io de una funcién a, sobre § (el conjunto de los objetos individuales) dependiendo
conocimiento z. Surge naturalmente una pregunta: jEs posible decir que a;(w) mide
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una “probabilidad”, una “posibilidad” o una “creencia” de que w pertenezca a la clase
representada por a;?

Para responder a esta pregunta necesitamos extender a, a a definido sobre A, un
conjunto de objetos simbdlicos, y definimos un conjunto de operadores OP; = {U;, Nz, ¢z}
sobre A, adaptado a z. Si decimos que los conjuntos cldsicos representan un nivel de
conocimiento de orden 0; probabilidades, posibilidades y creencias, un nivel conocimiento
de orden 1, el asunto era saber si a} representa un nivel conocimiento de orden 2. En
otras palabras, si es una probabilidad de probabilidad, una posibilidad de posibilidad, una
creencia de creencia, respectivamente asociados a los operadores correspondientes O F;.
Los teoremas 1,2 y 3 muestran que este es el caso si OP; y las funciones f y g estian bien
escogidas.

En Reconocimiento de Patrones, el Andlisis Simbélico de Datos (ASD) permite la re-
presentacién y el andlisis de patrones complejos; en “Procesamiento de Imagenes”, el ASD
puede ser usado por ejemplo con el fin de comparar varios sensores, para fusién de datos, o
para entender imagenes por clasificacion de objetos de alto nivel (casas, arboles, carreteras,
...) representadas por medio de objetos simbdélicos sobre los cuales ASD puede ser usado.

En Aprendizaje de Inteligencia Artificial (“Learning Machine”), ASD permite la po-
sibilidad de extender algoritmos inteligentes (donde las entradas son usualmente objetos
individuales) a objetos simbdlicos; mas atin, definiendo objetos simbélicos sobre el conjunto
) de muestras y no sobre el conjunto de descripcién A, ADS permite hacer un puente entre
Estadistica y Maquinas Inteligentes.

Al contrario de la mayoria de los trabajos en Inteligencia Artificial, el Analisis Simbélico
de Datos constituye una “critica al razonamiento puro”, dindole menos importancia al ra-
zonamiento y mds importancia al estudio estadistico de bases de conocimiento, consideradas
como “objetos simbdélicos™.

Un vasto campo de investigaciéon se abre extendiendo la Estadistica cldsica a la Es-
tadistica de intensiones, y, especialmente, extendiendo problemas, métodos y algoritmos del
Anailisis de Datos a los objetos simbélicos.
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Construccién Eficaz de una Red Neuronal a partir de un
Arbol de Decision

Yves Lechevallier *

Resumen

Proponemos determinar la arquitectura de una red de neuronas a partir de un arbol
de decisién. En este contexto, las conexiones nunca son completas entre las capas de
la red. Después de la inicializacidén de los pesos, el algoritmo de retropropagacién del
gradiente es usado para optimizar la funcién de costo del error cuadritico medido sobre
la capa de salida. La simulacion muestra una ganancia interesante sobre el tiempo
de aprendizaje de esta red. No obstante, debe tenerse en cuenta que el tiempo de
aprendizaje, los parametros medidos y las codificaciones, contribuyen grandemente al
éxito de este enfoque.

Palabras clave: arbol de decisiéon, segmentacién, clasificacién por arboles, red multi-
capas.

1 Introduccion

La construccién de funciones de decisién eficaces para resolver problemas de diagnéstico
industrial, debe ser un compromiso entre dos objetivos opuestos. Uno es construir reglas
de decisién ficilmente interpretables por el usuario; el otro, es obtener una tasa de buenas
clasificaciones lo mas elevada posible. Los métodos de segmentacién realizan el primer
objetivo generando una funcién de decisién que puede ser representada en la forma de un
arbol de decisién, o bien, de manera equivalente, bajo la forma de una lista de reglas de
produccién. Contrariamente, las redes neuronales son cajas negras particularmente eficaces
cuando son bien inicializadas. Utilizando estos dos enfoques, proponemos una metodologia
eficaz para resolver problemas de identificacién en el mundo industrial.

A partir del arbol de decision, se propone una representacién en la forma de red con
tres capas. La primera capa constituye un particionamiento del espacio de las variables
seleccionadas. La segunda representa las regiones de decisién asociadas a cada nodo terminal
del arbol. La tercera capa es una combinacién disjunta de estas regiones y la decisién se
realiza sobre la neurona mads activa. La ventaja de este enfoque es que se determina, por
medio del drbol de decisién, el nimero de capas y el nimero de neuronas por capa. Una de
sus principales dificultades, es escoger las conexiones activas entre las capas.

*Institut National de Recherche en Informatique et Automatique — Rocquencourt, Francia
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La primera soluciéon propuesta por I. K. Sethi [17] es activar todas las conexiones en-
tre dos capas sucesivas.. Nosotros proponemos activar un subconjunto de estas conexiones
teniendo en cuenta las relaciones entre los nodos no terminales del arbol y escoger unas pon-
deraciones iniciales de modo que la red simule perfectamente, sobre el conjunto de apren-
dizaje, el drbol de decisién. Las ponderaciones entre las neuronas son luego modificadas de
manera incremental.

1.1 Arbol de decisién, segmentacién

En el mundo industrial, las informaciones son adquiridas por medio de sefiales o de imagenes.
Con esta informacién, el usuario puede calcular numerosos parametros. También el método
de discriminacién debe jugar un papel explicativo y de ayuda para la seleccion de los
parametros. De los arboles de decisién se obtiene un arbol binario que da una represen-
tacion jerarquica de las zonas del espacio de los datos y las funciones de decisién asociadas
pueden ser escritas en forma de reglas de producion.

El desarrollo de estos métodos fue iniciado por Morgan y Sonquist [13]. El libro de
Breiman, Friedman, Olsen y Stone [1] es una referencia importante, asi como el articulo
de Quinlan [14] en el dominio del aprendizaje. El algoritmo asociado a estos métodos es
muy simple; se trata de construir de manera recursiva un arbol binario, seleccionando en
cada nodo de este arbol la mejor pregunta binaria. Las herramientas necesarias para la
construccién de un arbol de decisién son:

¢ la definicién de un conjunto de preguntas binarias,
e un criterio de evaluacion,
¢ una regla para detener la construccién del arbol,

¢ una regla de asignacién de cada segmento terminal a una clase a priori.

Los métodos de segmentacién tienen dos representaciones principales:

e Unaes en la forma de arbol binario, por ejemplo: el arbol de la figura 1 esta constituido
de dos preguntas binarias j(z5 < 2)? y j(z2 = 1)?, con tres segmentos terminales.
Uno de estos segmentos estd asociado a la clase a priori niimero 1 y, los otros dos, a
la clase a priori 2. :
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Figura 1: Arbol de decisién

¢ La otra es en la forma de reglas de produccién, por ejemplo:

S1 (1‘5 < 2)

Y (:L'Q = 1)

ENTONCES Clase a priori 1

S1 (225 > 2)

0 (25 < 2) Y (z2 # 1))

ENTONCES Clase a priori 2

Durante la fase de reconocimiento, la claridad y la simplicidad de esta representacién
hacen posible un didlogo y da al usuario una interpretacién del poder discriminante de cada
parametro.

1.2 Escogencia de las preguntas binarias y de la regla de asignacién

Los pardmetros calculados son siempre variables continuas. Asi, el conjunto de las pre-
guntas binarias es el conjunto de todos los cortes posibles sobre las variables continuas
seleccionadas. Hemos escogido como regla de asignacién de cada segmento terminal a una
clase a priori, la regla bayesiana cuyo principio es el que sigue: se denotan ; las probabi-
lidades a priori asociadas a las k clases a priori y C(i/j) el costo de mala clasificacién de
una observacion de la clase a priori j, en la clase de asignacién ¢. Para una observacién re-
presentada por sus p valores z = (z1,...,%p) y perteneciente a la clase a priori j (denotada
por Y(z) = j) decidimos su asignacién a la clase a priori ¢ utilizando la funcién de decisién
d (denotada por d(z) = i). El costo de mala clasificacién asociado a esta funcién es igual a:

k
R(d) =) =;

=1

S C(if5) Pld(z) =i/ Y(z) = j] ]

i#]

La funcién de decision d se llama regla de Bayes si su costo asociado es el mas pequeiio
posible.
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1.3 Escogencia del criterio de-evaluacién

Cada pregunta binaria (X < ¢) ? impone la separacién de la variable X seleccionada, en
dos semirrectas, representando cada una de ellas una clase a priori. En este contexto se
desea escoger el corte ¢ de manera que el costo de mala clasificacién sea minimo. Este costo
R de la funcién de decisién d. asociado a la pregunta binaria (X < ¢)? se escribe asi:

R(c) = m C(2/1)Pld(z)=2/Y(z)=1]
+ mC(1/2) Pld(z) =1/Y(z) = 2]

Como Pld.(z) = 2|Y(z) = 1] = Plz €] — 0,¢]/Y(z) = 1] = Fi(c) donde F] es la
funciéon de distribucionf de la clase a priori 1 para la variable X seleccionada, se obtiene:

R(c) = mC(2/1)Fi(c) + m2C(1/2)(1 = Fx(c))
Si se supone que mC(2/1) = mC(1/2) = « entonces se tiene:
R(c) = a + Fi(c) - Fy(c)

Se observara que Min.R(c) se alcanza en el mismo punto que Max.|Fi(c) — Fy(c)| que
es la distancia de Kolmogorov—Smirnov entre las dos clases a priori. Se escoge la region
discriminante Ry =] — 00,¢] si Fi(c) > Fy(c), si no Ry =Jec,+oo[. Se estima D(c) por:

D(&) = Sup,|Fi(z) — Fy(z)]

donde F: son las estimaciones de las funciones de distribucién F; (Friedman [6], Celeux y
Lechevallier {2]).

Cuando el nimero de clases a priori es superior a 2, la primera solucién es considerar
la discriminacion de k clases a priori como una sucesion de discriminaciones de dos clases,
oponiendo cada clase a priori a las otras. Pero esto genera k arboles de decisién y la
definicién de una regla mayoritaria dificilmente utilizable. En Celeux y Lechevallier [2] se
propone otra solucién que permite construir solo un arbol. Se trata, para cada variable y
para cada corte, de buscar el mejor reagrupamiento A de las clases a priori. De donde

D(é) = sup sup 'ﬁ(z) - f%(a:)i
T AcA

donde A es el complemento de A, A es el conjunto de todos los reagrupamientos posibles
de las clases a priori y F4 es la estimacion de la funcién de distribuciéon de A dada por:

o 1 ="
Falz) = a Z‘J’I’,‘F(E)
1EA

donde m4 = Zm.
1EA
Se muestra que la solucion pertenece a un subconjunto de A con k — 1 elementos, lo
cual tiene la ventaja de que elimina, en este caso, el caricter combinatorio de la bisqueda.
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Estimacion del costo de mala clasificaciéon

y tando esta estrategia, se debe estimar el costo de mala clasifcacién asociado a este
‘método.

- El criterio de evaluacién utilizado es la distancia de Kolmogorov-Smirnov. Esta esco-
gencia implica que el costo de mala clasificacién decrece en cada segmentacién de nuestra
poblacién. Por tanto, la estimacién natural de las tasas de error, que consiste en aplicar
esta regla de decisién a la muestra de aprendizaje, es una estimacién muy optimista de
dicha tasa. Esta debe ser calculada a partir de una muestra independiente del conjunto de
aprendizaje.

" La estrategia adoptada es sacar al azar del conjunto de observaciones, un subconjunto
‘gue representa el 20% de la poblacién. Este subconjunto servird de conjunto test y las
‘observaciones restantes constituirdn el conjunto de aprendizaje. La ventaja de esta técnica
“es la ausencia de sesgo en la estimacién de las tasas de error y su facilidad de implementacién.
Otras posibilidades de estimar esta tasa de error son descritas y propuestas en Breiman y
coautores [1], Mingers [11] y en el libro “Analyse discriminante sur variables continues”

Celeux [4].
2 Aplicacién al andlisis de las encuestas psico-sociales

2.1 Contexto del analisis

Algunas encuestas psico-sociales se refieren al uso y abuso de las drogas. Ante este fenémeno
plurifactorial, donde el individuo, la droga y el contexto social interactiian, los estudios
epidemiolégicos son organizados para ilustrar ciertas etapas de la génesis del desarrollo de
la toxicomania [12]. Las encuestas epidemioldgicas se basan en cuestionarios cerrados con
tres paquetes de datos: los datos socio-demogréficos y legales, el consumo de droga y los
datos médicos. Estos tres paquetes son caracterizados esencialmente por unas variables
cualitativas.

La encuesta que se analiza fue realizada entre 1988 y 1989 a 3099 personas en prisién
identificadas como toxicémanos. FEstos pacientes han sido descritos individualmente y
anénimamente de acuerdo con un cuestionario que aborda los factores socio—demogrificos y
las caracteristicas de los productos (drogas). Asi se constituyé una muestra de 3040 expe-
dientes. El objetivo del andlisis es predecir los datos socio—demograficos y legales, a partir

de los datos médicos.

2.2 Seleccién de los grupos a priori

El objetivo de los métodos de discriminacién es predecir o reconocer el grupo a priori de
un individuo en funcién de un conjunto de predictores. En el caso de la encuesta que nos
ocupa, los predictores son 9 variables cualitativas asociadas a los datos médicos. Como los
datos socio—demograficos y legales son caracterizados por varias variables cualitativas, no
podemos aplicar directamente los métodos de discriminacién. Usando métodos de clasifi-
cacion automdtica con los datos penales y sociales, se obtiene una tipologia de la muestra
en 5 clases, la cual constituye la variable a predecir. Sin embargo, dos clases son de escaso
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interés pues una tiene muy poco efectivo (6%) y la otra comprende cuestionarios con muchas
“no respuestas”.

A partir de las clases 1 (32% efectivo), 2 (27% efectivo) y 3 (30% efectivo) se realiza
una discriminacién. Después de estos anilisis, se vera que es dificil reconocer estas tres
clases. Las clases 2 y 3 forman una poblacién homogénea en funcién de la edad. Se hari
una discriminacién entre ellas para analizar si existe diferencia de comportamiento.

2.3 Resultados de la discriminaciéon en tres clases

La variable a explicar representa las tres clases de la tipologia. Las variables explicativas
conciernen a los datos médicos. Después de la aplicacion del método de clasificacién, las
concordancias son analizadas por clase para las muestras de aprendizaje y test. En las
tablas 1, 2, 3, 4, 5 y 6 que siguen, se cruzan las clases de asignacién (por filas) con las clases
a priori (por columnas).

.. 2 3

11338232 | 159
2| 138 | 167 | 97
3| 284 | 286 | 339

Tabla 1: Tabla de clasificacién
para el conjunto de aprendizaje.

Las tasas de buena clasificacién aparente son de 44,5% para la clase 1, de 24,4% para
la clase 2 y 57% para la clase 3.

Lol & 3
Lt 001 41
2129 (44| 29
3|56 |63 101

Tabla 2: Tabla de clasificacién
para el conjunto test.

Las tasas de buena clasificacién de la clase 1 es 47,5%, de la clase 2 es 24,9% y de la
clase 3 es 59,1%. Utilizando la estrategia de la validaciéon cruzada obtenemos:

1 2 3

1| 407 | 293 | 200
21154 | 153 | 116
3| 379 | 367 | 481

Tabla 3: Tabla de clasificacién
por validacién cruzada.

Las tasas de buena clasificacién de la clase 1 es ahora 43, 3%, de la clase 2 es 18,8% y de
la clase 3 es 60,3%. Estas tasas son muy parecidas a las obtenidas mediante la estrategia del
conjunto test. Es claro que hay un muy mal reconocimiento de la clase 2. Por el contrario,
las clases 1 y 3 son muy bien reconocidas.




CONSTRUCCION EFICAZ DE UNA RED NEURONAL A PARTIR DE ... 59

2.4 Resultados de la discriminacién en dos clases

La variable a explicar comprende ahora sélo las clases 2 y 3 de la tipologia. El conjunto
de variables explicativas es idéntico al conjunto anterior. Las tablas 4 y 5 presentan las
clasificaciones sobre los conjuntos de aprendizaje y test, respectivamente.

2 3
2 | 362 | 206
3 | 325 | 395

Tabla 4: Tabla de clasificacién
para el conjunto de aprendizaje.

La tasa de buena clasificacién aparente de la clase 2 es 52,7% y la de la clase 3 es 65,7%.
Por otra parte, sobre el conjunto test la tasa de buena clasificacién de la clase 2 es 49,7% y
de la clase 3 es 62,6%.

2|3
2| 87|55
3 |88]92

Tabla 5: Tabla de clasificacién
para el conjunto test.

Utilizando la estrategia de la validacion cruzada, se obtiene de la tabla 6 que la tasa de
buena clasificacién de la clase 2 es igual a 50,4%, mientras que de la clase 3 es 64%.

2 3
2 | 410 | 287
3 | 403 | 510

Tabla 6: Tabla de clasificacién
para la validacién cruzada.

Como para la discriminacién anterior las tasas obtenidas sobre el conjunto test y las
obtenidas por la validacién cruzada son muy préximas, en este contexto tenemos una buena
separacion entre las dos clases. Sin embargo, no podemos explicar la pequefia magnitud de
la tasa de reconocimiento de la clase 2 en la primera discriminacién.

3 Los principales resultados de la segmentacion

Seleccionando el criterio asociado a la distancia de Kolmogorov-Smirnov hemos transfor-
mado todas las variables cualitativas en variables binarias utilizando una codificacién dis-
yuntiva completa.” Esta codificacién crea una variable binaria por cada modalidad de la
variable cualitativa por codificar.

Hemos construido dos arboles debidamente podados, a partir de la discriminacién con
tres y dos clases respectivamente.
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3.1 Resultados de la diseriminacién con tres clases

En este caso, la funcién de decisién construye 8 segmentos terminales correspondientes al
siguiente arbol de decisién, debidamente podado, donde NR simboliza “no responde”:

Sobredosis

No, NR

tentativa de
suicidio

Si, NR

Consulta
psicolégica

HIV positivo

No o NR s No, NR

R1: Clase 1

| Epilepsia '

Epilepsia !R.G: Clase 1| 95
Sio No
S 0 No NR Orientacién
IRS: Clase 3 111{: Clase 1 [

Ins: Clase 2 IR?: Clasﬂ Si, NR e

[RS: Clase 2] [R?: Clase l|

Figura 2: Arbol binario de la discriminacion en tres clases ,

Los segmentos Ry, Ry, Ry, R¢ y Ry caracterizan la clase 1; los segmentos R3 y Rg la
clase 2 y el segmento Rs la clase 3.

Para la clase 1 tenemos las siguientes reglas de produccion:

e REGLA 1 asociada al segmento R;:
[Sobredosis=Si] y
[HIV positivo=Si]

Esta regla se verifica para el 14% de los individuos de la clase 1.

e REGLA 2 asociada al segmento Rj:
[Sobredosis=Si y [[HIV positivo=No] o [HIV positivo=No Responde]] y
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[Orientacién=No]
Esta regla se verifica para-el 12% de los individuos de la clase 1.
* REGLA 4 asociada al segmento Ry:
[Sobredosis=No] o [Sobredosis=No Responde] y.
[Tentativa de suicidio=No] y [Epilepsia=No Responde}.
o REGLA 6 asociada al segmento Rg: I
([Sobredosis=No] o [Sobredosis=No Responde]] y
[[Tentativa de suicidio=5i] o [Tentativa de suicidio=No Responde]] y [Consulta=5].

o REGLA 7 asociada al segmento Ry:
[[Sobredosis=No] o [Sobredosis=No Responde]] y

[[Tentativa de suicidio=Si] o [Tentativa de suicidio=No Responde}] y [[Consulta=No]
o [Consulta=No Responde]] y

[Epilepsia=No Responde).

Las reglas 4, 6 y 7 son cada una verificadas para aproximadamente el 10% de los indi-
viduos de la clase 1. :

Para la clase 2 tenemos las reglas sig:uientes:

¢ REGLA 3 asociada al segmento Ra:

[Sobredosis=S$i] y [[HIV positivo=No} o [HIV positivo=No Responde]] y

[[Orientacién=Si] o [OrientaciéSn=No Responde]]. .

¢ REGLA 8 asociada al segmento Rg: .
[Sobredosis=No] o [Sobredesis=No Responde]] y .

 [[Tentativa e suicidio=Si] o [Tentativa de suicidio=No Responde]] y [Consulta=No] o
[Consulta=No Responde]] y o _

[[Epilepsia=Si] o [Epi:lepsié\,:N-o}]. '

Los reglas 3 y 8 son cada una verificadas para aproximadamente 10% de los individuos
de la clase 2.

Para la clase 3 tenemos la siguienté regla:

° R_BGI;A S,H,F;Qcia:da.'al ,Segmento R_5:f o _ _ _
([Sobredosis=No] o [Sobredosis=No Responde|j y {Tentativa de suicidio=No} y
[[Epilepsia=5i] o [Epilepsia=Nol]]

Esta regla representa ia clase de asignacion mas importante.

e
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El rendimiento del método es medido por las tablas siguientes:

1 2 3
1] 411 | 281 | 206
133 | 151 | 122
31202 | 235 | 299

Tabla 7: Tabla de clasificacién
para el conjunto de aprendizaje.

La tasa de buena clasificacién aparente de la clase 1 es 55%, de la clase 2 es 22,6% y de
la clase 3 es 47,7%.

1-1321+3
1]101 | 62| 62
2] 40 {2324
3| 53 | 61|84

Tabla 8: Tabla de clasificacién
para el conjunto test.

Las tasas de buena clasificacién de la clase 1 es 52,1%, de la clase 2 es 15,7% y el de la
clase 3 es 49,4%. -

El rendimiento por este método es idéntico al de la discriminacién. Sin embargo, la seg-
mentacién da una explicacién al no reconocimiento de la clase 6. La poblacién del segmento
Rg, obtenida por medio de la muestra de aprendizaje como por la muestra test, es com-
puesta por individuos de las clases 1 y 2 en la misma proporcién. La proporcién de la clase
1 siendo ligeramente superior, el segmento es asignado a la clase 1. La segmentacién de Rs
no es posible a partir de las variables del paquete de datos médicos. Este particionamiento
serfa facil introduciendo la edad.

3.2 Resultados de la discriminacion con dos clases

De la figura 3 se ve que los segmentos 5, Sz y S3 caracterizan la clase 2 y el segmento S
la clase 3. %2 es la frecuencia con que un individuo que pertenece a la clase 2 es asociado
al segmento S;. Igualmente, %3 en relacién con la clase 3.
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Sobredosis

HIV positivo

No o NR
S1: clase 2
%2 =29
o iy %3 = 17
%2 = 16
No o NR %3=9

Si

S4: clase 3 S3: clase 2
%3 = 61 %2 = 15
%2 = 40 %3 =13

Figura 3: Arbol binario de la discriminacién en dos clases

Para la clase 2 tenemos las siguientes reglas:

e REGLA 1 asociada al segmento S;:
[Sobredosis = Si.

o REGLA 2 asociada al segmento S3:
[[Sobredosis=No] o [Sobredosis=No Responde]] y
[HIV=Positivo].

e REGLA 3 asociada al segmento S3:
! [[Sobredosis=No] o [Sobredosis=No Responde]] y
l[ [[HIV=No Positivo] o [HIV=No Responde]] y [Consulta=Si].

Para la clase 3 tenemos la regla siguiente:

¢ REGLA 4 asociada al segmento Sy:
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[[Sobredosis=No] o [Sobredosis=No Responde]] y
[[HIV=No Positivo] o [HIV=No Responde]] y
[[Consulta=No] o [Consulta=No Responde]].

La eficacia del método es medida por las tablas siguientes:

2 3 2 3
2388|258 | - 2193159
3| 252 | 387 : 317298
Tabla de clasificacién Tabla de clasificacién
sobre el conj. aprend. “ sobre el conj. test

La tasa de buena clasificaciéon aparente de la clase 2 es 60.6% y la de la clase 3 es 60%.
Mientras tanto, la tasa de buena clasificacién sobre el conjunto test de la clase 2 es 56.4%
y el de la clase 3 es 61.4%.

Se debe notar que el hecho de tomar en cuenta las tres clases implica una disminucién
importante de la tasa global de reconocimiento. Pero, esta disminucién no es equivalente
para cada clase. La clase 3 posee siempre el mismo poder de identificacién y la clase 2 no
puede ser bien reconocida. Esto se debe al comportamiento heterogéneo de los individuos
de la clase 1 en relacién con los de las clases 2 y 3. El arbol de decisién (figura 2) da la
interpretacion siguiente.

El 4drbol de decisién marca heterogeneidad de la clase 1 al a,sxgna,rle 5 segmentos termi-
nales; la variable Sobredosis es muy importante para separar la clase 2 de la clase 3. Por
el contrario, ella no caracteriza la clase 1 puesto que los numerosos segmentos asociados
a esta clase se reparten equitativamente entre las partes izquierda y derecha del arbol de
decisién. El conjunto de los individuos que respondieron positivamente a la pregunta So-
bredosis (parte derecha del drbol) de la clase 1 son dificilmente separables de los individuos
de la clase 2 que respondieron de la misma manera a esta pregunta.

En la parte izquierda del drbol, formada por los individuos que respondieron nega.t;wa
mente a la pregunta Sobredosis, se encuentran dos conjuntos de individuos de la clase 1.
El primer conjunto, representado por el segmento Ry, se opone a la clase 3 (segmento Rs)
utilizando la pregunta concerniente a la epilepsia. El segundo conjunto, representado por los
segmentos Rg y Rz, es dificilmente discriminado de los elementos de la clase 2 (segemento
Rg) por las dos preguntas asociadas a la consulta y a la epilepsia.

4 Red multicapas

El algoritmo de retropropagacion del gradiente tiene su origen en el “Perceptron” que es
una red con una capa presentada por Rosenblatt [15]. Este trabajo se apoyaba sobre el de
Mc Culloch y Pitts [9]. Rumelhart [16] y Le Cun [8] extienden la arquitectura a las redes
multicapas y resuelven el problema de la propagacién de los errores en'las capas escondidas.
Esta red pertenece a la familia de los algoritmos supervisados. Su funcionamiento es asi:
se le presentan secuencialmente las observaciones, el algoritmo evoluciona hasta llegar a
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un cierto estado el cual es comparado con una respuesta deseada S (la clase a priori de la
observacion). La red adapta entonces los pesos W;j de las conexiones de las neuronas para
realizar la correspondencia deseada. La base de aprendizaje es presentada indefinidamente
hasta la obtencién de un minimo aceptable de la funcién de costo.

Las neuronas de una misma capa no estan qonecté,da.s entre ellas, pero estin conectadas
a las capas siguientes. El mecanismo de aprex_}di'zaje reposa en la minimizacién de una
funcién de costo entre la salida calculada y la salida deseada. Esta minimizacién se hace
sobre la capa de salida, usando un algoritmo adaptativo del tipo gradiente. En general, la
funcién de costo escogida es el error cuadratico E:

. T T = -
E =3 Bty = 33 1/20%(0) = Siu(t))?
‘ =] =1'k=1
donde T es el nimero de obsrvaciones de la base de aprendizaje, n el nimero de neuronas
de la capa de salida, Yi(t) la salida calculada sobre la k®iM2 peurona y Si(t) la salida
deseada sobre la k®51M2 peyrona. : £ L} ;

La red de la figura 4 sélo utiliza autématas lineales. Esta red posee una sola capa de
neuronas escondida y dos capas de conexiones cuyos pesos son ajustables. La red es de dos
capas.. Queda enteramente definida por las relaciones de vecindad, su estado interno, la
funcién de transicién (en general una sigmoide) y la funcién de cambio de estado.

X gl b w0, s
Entrada pesos pesos salida salida

7-ajustables . ajustables ~ calculada deseada

Zj
~¢apade i capa, .. . .capade
entrada  escondida salida
3 neuronas 4 neuronas 2 neuronas

Figura 4: Una red multicapas .



66 Y. LECHEVALLIER

1

23 @ + ) 4] 90)
Salida 1
a:;,/ AR S funcién de  Tuncion de
r aqo;les_ e uncién de G- 4o
vecindario transiciéon Stado

Figura 5: Una neurona

Con las relaciones de vecindad X;, X; y X;3: el estado interno se caracteriza por
Net; = 3-; W;; X;. Cuando Net; es grande (respectivamente pequefio), f(Net;) es grande
(respectivamente pequeiio) hay entonces activacién (respectivamente inhibicién). La funcién

. ap . . . ax . .
de transicion es la funcién sigmoide: f(z) = b (:,—,f—}) La funcién de cambio de estado g;
es usualmente tomada en cuenta como la funcién identidad. Las ecuaciones de esta red son

desarrolladas en el articulo de Chabanon-Dubuisson que aparece en [4].

Las dos caracteristicas principales son: la funcién de transicion es continua y derivable
(una sigmoide) y la retropropagacién del error se calcula de manera recurrente desde la
capa de salida hacia la capa de entrada.

La escogencia del nimero de capas y del nimero de neuronas define una familia de
funciones posibles. La funcién que se va a aproximar, se obtiene por descomposicién sobre
esta familia, es el caso de todas las funciones continuas sobre un compacto (Thiria, [18]).
La mejor red no es la que da necesariamente la mejor minimizacién sino mas bien aquélla
que ofrece la mejor generalizacién. Ella se obtiene por medio de un compromiso aceptable
entre un conjunto de aprendizaje representativo, un nimero de neuronas suficiente y un
cociente suficientemente grande entre el nimero de observaciones presentadas y el nimero
de conexiones por calcular.

Para establecer la arquitectura de la red, nos servimos de informaciones extraidas del
arbol de decisién sobre la muestra de aprendizaje; por oposicién a una red enteramente
conectada, donde se buscara eliminar las conexiones sobreabundantes, usando una funcién
de costo mas sofisticada, para permitir una mejor generalizacion.

5 Definicién de la arquitectura de la red neuronal

A partir de un arbol de decisién se propone una arquitectura de red compatible con aquél.
Como para LK. Sethi [17], la red es multicapas y su niimero de capas de conexiones es tres.
La primera capa es la capa PARTICIONAMIENTO, que constituye una codificacién del espacio



CONSTRUCCION EFICAZ DE UNA RED NEURONAL A PARTIR DE ... 67

de variales. La segunda capa es la capa ET que representa las regiones de las decisiones
asociadas a cada segmento terminal del drbol. La tercera capa es la oU, una combinacién
disyuntiva de estas regiones y la decisién se realiza sobre la neurona mas activada.

El nimero de neuronas de la primera capa escondida es igual al nimero de nodos del
arbol de decisidn, es decir, al nimero de segmentos no terminales. El nimero de neuronas
de la segunda capa escondida es igual al niimero de segmentos terminales del arbol. Esta red
multicapas puede ser enteramente conectada. No obstante, para beneficiar las capacidades
de generalizacion de una red neuronal, se debe reducir al miximo el nimero de estas cone-
xiones. Ahora se debe escoger el algoritmo que permita calcular los pesos asociados a las
conexiones seleccionadas. I. K. Sethi [18] propone un algoritmo muy préximo al algoritmo
del perceptron. Nosotros escogimos el algoritmo de retropropagacién porque minimiza un
criterio basado sobre el error cuadratico. El ejemplo siguiente ilustra el paso de un arbol de
decision a una red de neuronas. Al inicio, nuestro conjunto de aprendizaje es definido por
nueve variables y sus elementos pertenecientes a dos clases a priori. El arbol de decisién
ha seleccionado las variables X4, X5, X3, X7 y estd constituido por cuatro nodos y cinco
segmentos terminales.

Figura 6: El drbol de decisién

A partir de este arbol podemos construir la siguiente red. Tenemos las siguientes reglas
de produccién asociadas al arbol decisién:

e Regla R;
S1 (X4 <5.2) Y (Xg < 7) ENTONCES clase 1
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L] Regla. R,y
St (X4 <-5.._2) Y (Xs > 7),E.)r'~a"r0}~:c15:s_ciase 9

oo ReglatRyisesivn [s leirn . _
S (Xe>5.2) Y (X1 < 1.2) Y (X7 < —0.6) ENTONCES clase 1

L] Regla. R4
Si (X4 2 5.2) Y (X, <: 1.2) Y (X-)-z — 0.6) ENTONCES clase 2

¢ Regla Ry
S1 (X4 2-5'.2)_‘Y.(X1 Zalud) E,NTONCES clase 1

Esta red no es enteramente conectada puesto que las conexiones activadas se han definido
mediante el drbol de decisién. Nos proponemos ahora estudiar esta seleccion de conexiones
capa por capa. :

5.1 Conexiones de la capa PARTICIONAMIENTO

Estas conexiones relacionan la capa de captores, que se representa por las variables descrip-
tivas, con la primera capa escondida. Estas conexiones juegan un papel de normalizacion de
las variables idéntico a un centraje-reduccion. Como para el perceptron, se puede decidir
fijar los pesos asociados a estas conexiones. Sin embargo, nos proponemos mas bien una
inicializacion de la red en una configuracién préxima a la solucién dada por el arbol y dejar
que el algoritmo de retropropagacién adapte estos pesos.

Se escoge reducir y centrar todos los pardmetros de la entrada de la red alrededor de
sus umbrales asociados respectivos. Asi, la i€$I02 jourona de la primera capa recibird un
valor positivo (respectivamente negativo) tanto més grande (respectivamente pequeiio) en la
medida que z; — s; sea positivo y grande (respectivamente negativo y pequeiio). Por tanto,
cuanto mas el valor se aleje del umbral, més la neurona es activada, lo que corresponde
perfectamente a la estrategia del arbol de decisién donde el alejamiento del corte determina
una asigaciéon no ambigua de una clase a priori. Si se desea permitir a la red neuronal
modificar el valor del corte, se debe, en este caso, agregar un sesgo inicializado en el valor
cero. !
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R1

I

Y 4<5.2
)
23
% et Clase 1
Te z1<1.2 Clase 2
ar R4
Zg r7<—0.6

o o

Figura 7: Red asociada al arbol de decisién

24 <r5.2

zg < T

152

7 < —0.6

sesgo 4

Figura 8: La capa PARTICIONAMIENTO
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Se puede aumentar el nimero de conexiones activando las conexiones que ligan las
variables asociadas a los nodos anteriores, con esta neurona. Esta escogencia es dificil de
tomar si una variable ha sido seleccionada varias veces.

5.2 Conexiones de la capa ET

Las conexiones unen la primera con la segunda capa escondida. Las neuronas de la primera
capa representan los nodos del arbol de decisién, es decir, los segmentos no terminales, y
las neuronas de la segunda capa, los segmentos terminales del arbol. A éstos se les asignara
una clase a priori utilizando la regla bayesiana. La asignacién de una observacién a uno de
estos segmentos terminales se obtiene recorriendo el arbol; este recorrido es una verificacion
en serie de un conjunto de condiciones redescubiertas sobre cada nodo del arbol. Ademas,
las conexiones por seleccionar deben simular este recorrido. Asi cada neurona de la segunda
capa estd ligada a las neuronas de la primera capa, asociadas a los nodos anteriores por su
segmento terminal.

Wy = —1/2

W2 = —1/2
Ty < 52

wo = —1/2

Wag = 1/2
xg < T

W31 = 1/2

w3z = 1/2
T 2

wyg = 1/3

Wy3 = —1/3

Wy4 = "'1/3
zy < —0.6

W51 = ]/3

Wg3 = —1/3

Ws4 = 1/3

Figura 9: la capa ET

Sin embargo, acorde con las reglas de construccién anteriores, cuanto mas grande sea la
distancia que separa a una neurona de la capa ET de la raiz del irbol de decisién corres-
pondiente, mayor sera el nimero de conexiones que recibe como entrada. Una escogencia al
azar de los pesos, al inicio del aprendizaje, favorece las neuronas que reciben una cantidad
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importante de conexiones. Ademds, las conexiones caracterizan dos tipos de descenso en el
arbol. El descenso a la izquierda del arbol corresponde a una respuesta positiva a la pre-
gunta, el descenso a la derecha corresponde a una respuesta negativa. En la inicializacién
se efectia el valor —1 con una conexién que representa un descenso a la izquierda, el valor
+1 con una conexion que representa un descenso a la derecha. Luego se normalizan estas
ponderaciones de manera que la suma de los valores absolutos de estas ponderaciones sea
igual a uno para cada neurona de la segunda capa escondida (figura 9).

5.3 Conexiones de la capa ovU

Las conexiones unen la segunda capa escondida con las clases a priori. Las conexiones
seleccionadas son aquéllas que unen a la clase a priori, las neuronas asociadas a los segmentos
terminales asignados a esta clase a priori. Aparentemente esta capa de conexiones no es muy
util, puesto que no sirve mas que para implementar una funcién maxima entre las neuronas
de la capa anterior asociadas a la misma clase a priori y esto, por sumas ponderadas, por
tanto de una forma poco eficiente. Nos parece mds ficil escoger directamente la neurona
mas activada de la capa OU y entonces amputar la red de esta iltima capa de conexiones.

Figura 10: La capa Ov

6 Ejemplo de los Iris de Fisher

Hemos aplicado nuestro método al ejemplo de los Iris de Fisher compuesto de tres especies
diferentes: setosa, versicolor y virginia. Sobre la figura 11, mostramos las fronteras (lineas
punteadas) obtenidas por la técnica de discriminacién por arbol. No hemos intentado hacer
una separacion con el 100% de buenas clasificaciones para no aumentar la profundidad del
arbol, puesto que crece en una relacién directa con el nimero de neuronas por capa y el
nimero de conexiones. La tasa de reconociemiento aparente obtenida es de 93,33%.

La red construida a partir del arbol reducido comprende respectivamente 4 neuronas
sobre la capa de entrada correspondiente a las 4 variables medidas, 3 neuronas sobre la
primera capa escondida correspondiente a los nodos del arbol, 4 neuronas de la segunda
capa escondida correspondiente a los 4 nodos terminales y 3 neuronas sobre la capa de salida
que caracteriza las tres especies a reconocer.




72 Y. LECHEVALLIER

Con una red enteramente conectada que posea el mismo niumero de neuronas que la
red anteriormente construida, se necesitan unas 200 iteraciones para alcanzar una tasa de
reconocimiento de 93,33%. El peso inicial de las conexiones se toma al azar. Con nuestro
método, una tasa equivalente se obtiene con solamente unas 30 iteraciones. Las fronteras se
muestran sobre la figura 11: se constata que el tiempo de aprendizaje es considerablemente

reducido. En las dos redes, varios ensayos fueron necesarios para fijar el paso del gradiente
y la pendiente de la sigmoide.

ancho del
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: EEE e | % EnE b
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longitud fronteras obtenidas
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Figura 11: Iris de Fisher

7 Conclusion

Explotando las ideas del articulo de Sethi, hemos desarrollado un método que permite cons-
truir automaticamente una red de neuronas a partir de un arbol de decisién. El tamafio, la
estructura y la inicializacién de los pesos de las conexiones se determinan a partir del arbol.
El cdlculo de las conexiones reposa sobre un algoritmo de tipo retropropagacion del gra-
diente. Esta escogencia permite reducir considerablemente el tiempo de aprendizaje. Otros
ejemplos, no desarrollados en este articulo, muestran que se puede esperar una ganancia de
5% aproximado de la tasa de reconocimiento alcanzada por una técnica de arbol de decision.
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El Analisis Discriminante

Gilbert Saporta*

El objetivo de los métodos de discriminacién consiste en predecir una variable cualitativa
con k categorias con la ayuda de p predictores, generalmente numéricos.

Se puede considerar el andlisis discriminante como una extensién del problema de re-
gresion en el caso donde la variable a explicar es cualitativa; veremos por otra parte que en
el caso de dos categorias, podemos referirnos exactamente a una regresién lineal miiltiple.

Los datos estan constituidos por n observaciones repartidas en k clases y descritas por
p variables explivativas.
Se distinguen cldsicamente dos aspectos en andlisis discriminante:

a) descriptivo: buscar cuales son las combinaciones lineales de variables que permiten
separar lo mejor posible las k categorias y dar una representacién gréfica (asi como
en andlisis factorial), que da cuenta lo mejor posible de esta separacién; |

b) decisional: un nuevo individuo se presenta para el que se conocen los valores de los

predictores. Se trata entonces de decidir en cual categoria hay que asignarlo. Es un
problema de clasificacién (pero no en el sentido de clasificacién automatica).

Estos dos aspectos corresponden, grosse modo, a la distincién entre métodos geométricos
y métodos probabilisticos.

Entre las innumerables aplicaciones del anilisis discriminante citamos algunos campos:

- ayuda a la decisiéon en medicina: a partir de medidas de laboratorio, se busca una
funcién que permita predecir lo mejor posible el tipo de afeccién de un enfermo, o su
evolucion probable con el fin de orientar el tratamiento;

- meteorologia: prevenciéon de avalanchas a partir de variables ligadas a la atmésfera y
a la nieve;

- finanzas: prevencién del comportamiento de los demandantes de crédito.

*Département de Mathématiques et Informatique, Centre National d’Arts et Métiers, Paris
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1 Meétodos geométricos

Estos métodos, esencialmente descriptivos, se basan solamente en los conceptos de distancia
y no hacen intervenir hipétesis probabilisticas.

1.1 Datos y notaciones

Los n individuos e; de la muestra constituyen una nube F de IR? dividida en k& subnubes
Ey, E,,..., E; con centros de gravedad ¢y, g2,...,9x ¥ matrices de varianzas V;,V;,..., Vi
(figura 1). :

Figura 1 |

Sea g el centro de gravedad y V' la matriz de varianza de E. Si a los n individuos
€1,€2,...,e, les son afectados los pesos py,pq,-- -, Pn, entonces los pesos ¢1,q2,--+,qr de
cada subnube son entonces

gjee

e €EE;

1
== Z Pi€:

E e;€E;

Se tiene:

k
1
g=) gi9; ¥ Vi=— ) pifei-9;)ei~g;)
i=1 % ei€E;

Llamemos matriz de varianza interclase, la matriz de varianza B de los k centros de

gravedad provistos de los pesos g;:

k
B =Y gij(g; - 9)(g; — 9)°

i=1

y matriz de varianza intraclase W, el promedio de las matrices V;:

k
W =Y gV
i=1
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En general, W es invertible mientras que B no lo es, porque los k centros de gravedad
estdn en un subespacio de dimensién k — 1 de IR? (si p > k — 1 lo que es generalmente el
caso), entonces la matriz B es de tamaiio p.

Tenenemos entonces la relacién siguiente:
V=W4+B
que se demuestra fziéilmente y constituye una generalizacién de la relacién cldsica:
varianza total = promedio de las varianzas + varianza de las medias

Supondremos en adelante que g = 0, es decir, que las variables explicativas estan cen-
tradas.

Si consideramos que la tabla de datos a estudiar se pone bajo la forma:

[4]X]

donde X es la matriz de p variables explicativas y A la tabla légica asociada a la variable cua-
litativa, los k centros de gravedad g1, g2, - - - g« son los filas de la matriz (A'DA)"1(A'DX).

(A'DA) es la matriz diagonal de pesos g; de las subnubes:

01 0

A'DA=D, = o

0 Tk
La matriz de varianza interclases se escribe entonces, si g = 0:

D

((A'DA)'A'DX) A'DA((A'DA)' A'DX)
X'DA(A'DA)™'A'DX = (X'DA)D;'(A'DX)

En el caso donde p; = 1 las expresiones anteriores se simplifican e introduciendo los
efectivos nqy,ng, -+, ni de las k subnubes, tenemos:

S Sl e
4 J

nJ e; EEJ'

Supondremos en adelante estar en este caso.




78 G. SAPORTA

1.2 El analisis factorial discriminante (AFD)

A. Los ejes y variables discriminantes

El AFD consiste en la bisqueda de nuevas variables (las variables discriminantes) co-
rrespondientes a las direcciones de IRP que separan lo mejor posible en proyeccién a los k
grupos de observaciones. ;

El eje 1 de la figura 2 posee un buen poder discriminante mientras que el eje 2 (que esta

en el eje principal usual) no permite separar en proyeccién los dos grupos.

Eje 2

/0

Figura 2

Eje 1

Eje 2 ]

Supongamos que IR? estd dotado de una métrica M. Notaremos a al eje discriminante,
u al factor asociado u = Ma, la variable discriminante serd X u.

En proyeccién sobre el eje a, los k centros de gravedad deben ser tan separados como
sea posible, mientras que cada subnube debe ser proyectada de manera agrupada alrededor
de la proyeccién de su centro de gravedad.

En otras palabras, la inercia de la nube de los g; proyectados sobre a debe ser maxima.
La matriz de inercia de la nube de los g es M BM y la inercia de la nube proyectada sobre
aes a'MBMa si a es de M-norma igual a 1. -

Es necesario también que en proyeccién sobre a, cada subnube debe ser bien agrupada,
y por tanto que a'MV;Ma sea pequeiio para j = 1,2,---,k.

k
Se buscara por lo tanto minimizar el promedio Z qjatMVj Ma, sea a* MW Ma.
1=1
Ahora bien, la relaciéon V = B + W implica que MVM = MBM + MWM vy, por
consiguiente:

aMVMa=a MBMa+ a:MWMa

Tomaremos entonces como criterio a maximizar, la razén de la inercia interclases entre
la inercia total. Es decir,
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s a!MBMa
a atMVMa
Sabemos que el maximo se alcanza si a es vector propio de (MVM)~'M BM asociado
a su mayor valor propio A;:
M~ W lBMa = Ja

Al eje discriminante a es entonces asociado el factor discriminante u tal que u = Ma,
de modo que V=1Bu = A\ u.

Los factores discriminantes y, por consiguiente, las variables discriminantes Xwu, son
independientes de la métrica M. Se escogera por comodidad M = V~! queda BV "la = Ja
y V71Bu = \u.

a'!MBMa
1 i C < < — < 1.
Se tiene siempre 0 < A\; < 1 pues 0 < MV Ma S 1

A1 = 1 corresponde al caso siguiente: en proyeccién sobre a las dispersiones intraclases
son nulas, las k nubes estan por lo tanto en un hiperplano ortogonal a a (ver figura 3).

Figura 3

Hay evidentemente discriminacion perfecta si los centros de gravedad se proyectaran en
puntos diferentes.

A1 = 0 corresponde al caso en que el mejor eje no permite separar los centros de gravedad
i, es el caso donde estan confundidos y las nubes son, por lo tanto, concéntricas y ninguna
separacion lineal es posible (er figura 4).

Figura 4




———

80 G. SAPORTA

Puede ocurrir, sin embargo, que existe la posibilidad de discriminacién no lineal: la
distancia al centro permite separar los grupos, pero se trata de una funcién cuadritica de
las variables.

El valor propio A es una medida pesimista del poder discrimiante de un eje. La figura
5 muestra que se puede dicriminar perfectamente pues los grupos estin bien separados a
pesar que A < 1.

El nimero de los valores propios no nulos, y por tanto el de ejes discriminantes, es igual
a k — 1 en el caso habitual » > p > k y donde las variables no estdn ligadas por relaciones
lineales.

Figura 5

B. Un analisis en componentes principales (ACP) particular

De acuerdo con las ecuaciones anteriores, el analisis factorial discriminante no es otra
cosa que el ACP de la nube de los k centros de gravedad con la métrica V1.

Se deduce que las variables discriminantes son no correlacionadas 2 a 2.

Asi como en ACP, se podra interpretar las variables discriminantes por medio del circulo
de las correlaciones.

Representacién grafica

Si existe un segundo eje discriminante, es posible representar la nube de las n observa-
ciones en proyeccion sobre el plano definido por estos dos ejes, este plano es entonces el que
permite visualizar mejor la separacién de las observaciones en clases.

Nosotros veremos mas adelante que el analisis factorial discriminante equivale también
al ACP de los g; con la métrica W1,

C. Un analisis canénico particular

El andlisis discriminante es el andlisis canénico de las tablas A y X.
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En efecto, la ecuacién del andlisis candénico de A y- X que da las variables candnicas
asociadas a X, se escribe:

(X'DX) 'X'DA(A'DA)'A'DXu = du

esto es idéntico a V' Bu = Au de acuerdo con el parrafo 1. Esto es una nueva prueba de
que las variables discriminantes son no correlacionadas dos a dos.

Si se designa por Aa la primera variable canénica asociada a A, solucién de la otra
ecuacion del analisis canoénico:

(A'DA)'A'DX(X'DX) ' X'DAa = Aa

normada de tal forma que su proyeccién sobre el subespacio de IR™ generado por las p
variables explicativas sea indéntica a X u, se puede presentar al andalisis discriminante como
la bisqueda de la codificacién de la variable cualitativa que la vuelve més préxima del
espacio generado por las columnas de X. Si las p variables explicativas son centradas,
entonces la variable codificada lo es también y u es el vector de los coeficientes de regresion
de Aa sobre X.

El primer valor propio A; es entonces el cuadrado del coeficiente de correlacién muiltiple.

El andlisis discriminante es entonces una generalizacién de la regresién miiltiple en el
caso donde la variable a explicar es cualitativa.

La figura 6 en IR™ muestra la identidad entre las dos concepciones del analisis discri-
minante: analisis canénico por una parte y maximizacién de la varianza interclase dividida
por la varianza total, por otra parte.

Wy es el espacio generado por las columnas de X; W, es el espacio generado por las
indicatrices de la variable a explicar.

Si se proyecta D-ortogonalmiente la variable discriminante £ sobre W4 en Aa, el teorema
de Pitagoras se escribe:

€11 = [ Aal® + [| Aa - £|I*

4 \§=Xu

Wx

Figura 6
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Varianza total de £ = varianza interclase + varianza intraclase.

e sk ! varianza interclase SroEa
La maximizacién del cociente - no es otra cosa que la maximizaciéon
varianza total

de cos? @, donde 8 es el 4ngulo formado por Aa y £, lo que es el criterio del andlisis canénico.

Los autores de habla inglesa llaman a este método andlisis discriminante candnico.
D. Analisis de varianza y métrica W~!

Si solamente hubiera una variable explicativa, se mediria la eficacia de su poder separador

sobre la variable de grupo por medio de un andlisis de varianza ordinario con un factor. La
varianza inter/k — 1 :

varianza intra /n — k’

estadistica F' valdria entonces

Como hay p variables se puede buscar la combinancién lineal definida por unos coefi-
cientes u dando el valor maximal para la estadistica de test, lo cual se reduce a maximizar:
u* Bu
utWu

La solucion es dada por la ecuacién:

W-'Bu = pu  con p maximal

A
Los vectores propios de W~! B son los mismos que los de V=1B con pu = ot

En efecto, Bu = AV u es equivalente a:
Bu = AW + B)u, esdecir (1-A)Bu=AWu

Au
| o e

de donde W~1Bu =

afba
14+p

La utilizacién de V~! o de W~! como métrica es por tanto indiferente. La métrica W~1
es llamada “métrica de Mahalanobis”.

Sio< A< 1setieneencambio0 <p<ooyld=

E. Normalizacién de los vectores propios

La convencién usual en la mayor parte de los programas de computador es tener variables
discriminantes cuya varianza intraclase vale 1.

Se debe por tanto tener u'Wu = 1. Esto se reduce a u!Bu = e uyauVu=

3 - 3 puesto que u'Bu = u'A(W + B)u = Au'Vu.
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1.3 El caso de dos grupos

A. La funcién de Fisher
Solamente hay una variable discriminante puesto que k — 1 = 1.

El eje discriminante es entonces necesariamente la recta que une los dos centros de
gravedad ¢, y ¢2:
a= (g1 - 92)
La variable discriminante d se obtiene entonces de la proyeccién sobre a segiin la métrica
V=1 0 W1 que tiene en cuenta la orientacién de las nubes respecto a la recta de los centros.

Figura 7
El factor discriminante u vale por tanto:

u=Vg1-g) o u=WTg-g2)

que son proporcionales.

W™ (g1 — g2) es la funcién de Fisher (1936)
Para razones de estimacién habitualmente no se toma W1, sino:
m + Ny — 2 W__]
ny + ng

Se puede en efecto reencontrar el procedimiento de Fisher por el razonamiento siguiente:
se busca la combinancién lineal de las variables explicativas tales que el cuadrado de la
estadistica del test 7' de igualdad de las medias de los dos grupos, toma un valor maximal:

- = _‘ ‘2
max 5 (ylz 2) donde y = Xu
7113|+ﬂ-232 o i
( ny+ng—2 ) ('m 112)

n X $0 i s Y32
——MW entonces hay que maximizar M. u es definido
ny+ng —2 utLu

salvo por un factor multiplicativo y debe ser proporcional a £-1(g; — g3).

si tomamos ¥ =

B. Aplicaciéon del analisis canénico
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Se puede encontrar el tnico valor propio de V! B observando que para dos grupos:

nmn
B = —'1—3(91 92)(91 — 92)*

n n
En efecto: B = ?lgl gi+ fnigggi; ahora bien:
n g
=g 4 2g =10
g=-N G 3 n 92
n n n Sk
De donde B = —;E—gl g - ﬁgl = ﬁgl (gt — g%) y simétricamente:

n
B= fﬂz(yi - 93)

luego:

n n n
Bz;lB-i-—r-LQ—B—- : 2(91 92)(91 = 92)'

Se verifica que u = V~1(g; — g2) es vector propio de V~1B:

_1mn = -
-1 2(91 02)(91 — 92)'V "1 — 92) = AV~ (g1 — g2)

con P

2 o

A=— (9 - - 02)'V g1 - g2)

y: N

nn a

P (91— 92)'W (g1 — g2)

1 es, por lo tanto, proporcional a la D? de Mahalanobis estimada entre los dos grupos ([1],
capitulo 15).
Se tiene exactamente:
o s bl
" n(n-2)

2 <
Dg pues Dg = (g1 - gz)tw I(91 - g2)

Se puede hallar entonces:

niny
n(n — 2

El uso del convenio de normalizacién u'Wu = 1 presenta la ventaja siguiente:

W (g = g2) = (1 + )Dﬁ) Vg1 - g2)

Las coordenadas de los dos centros de gravedad sobre el eje discriminante tienen una
diferencia igual a la distancia de Mahalanobis D,.

En efecto, gju y giu son estas coordenadas donde u es el factor canénico normalizado.
éste es proporcional a W~1(g; —g3), la constante de proporcionalidad a es tal que u!Wu = 1,
es decir:

[aW (g1 = g2)I'W[aW ™' (g1 — g2)] = @®(91 — 92)'W " (g1 — 92)
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= 1
= 5 (o utilizando ¥ en lugar de W) sigue que |a| = —
n —_—

D,

Despreciando la correccién por

De donde:

2
lgiu — giul = [(91 = g2) vl = [al(91 — 92) W™ (91 = 92) = 5= = D
p

C. Equivalencia con una regresién miiltiple

El andlisis canénico se reduce a una regresién miiltiple puesto que después de haber
centrado, el espacio generado por las dos indicatrices de la variable de los grupos es de
dimensién 1.

Es suficiente definir una variable centrada y tomando sélo los dos valores a y b sobre los
grupos 1 y 2 respectivamente (n1a + nab = 0).

 Se obtendrd entonces un vector de coeficientes de regresién proporcional a la funcién de
Fisher para cualquier escogencia de a.

La escogencia a = ;:"—,_b 5= _ni conduce entonces a b = (X'X )™ ' Xty = V-1(g1 — g2).
= 2
Se tiene:
i g
n(n — 2) i Df,
ALY

Se tendré cuidado en el hecho que las hipétesis habituales de la regresién no son veri-
‘ ficables. Por el contrario; aqui y no es aleatorio y X si lo es. Las estadisticas usuales que
' provee un programa de regresion, se deben utilizar inicamente a titulo indicativo.

D. Un ejemplo

Los datos de la tabla 1 (suministrados por J. P. Nakache) concernientes a 101 victimas de
infartos del miocardo (51 fallecieron, 50 sobrevivieron) sobre los cuales han sido medidos en
el momento de la admisién, 7 variables (frecuencia cardiaca, indice cardiaco, indice sistélico,
presion diastolica, presién arterial pulmonar, presién ventricular y resistencia pulmonaria).
La tabla 2 da las estadisticas elementales por grupo.
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Tabla 1
FRCAR INCAR INSYS PRDIA PAPUL PVENT REPUL PRONOSTICO
90 1.71 19.0 16 19.5 16.0 912 supervivencia
90 1.68 -9 187 24 31.0 14.0 1476 fallecimiento
120 1.40 11.7 23 29.0 8.0 1657 fallecimiento
82 1.79 21.8 14 17.5 10.0 782 supervivencia
80 1.58 19.7 21 28.0 18.5 1418 fallecimiento
80 1.13 14.1 18 23.5 9.0 1664 fallecimiento
94 2.04 219 28iai:la 10 10.0 1059 supervivencia
80 1.19 14.9 16 21.0 16.5 1412 supervivencia
78 2.16 27.7 15 20.5 11.5 759 supervivencia
100 2:28 22.8 16 23.0 4.0 807 supervivencia
90 2.79 31.0 16 25.0 8.0 717 supervivencia
86 270 314 15 23.0 9.5 681 supervivencia
80 261 32.6 8 15.0 1.0 460 supervivencia
61 2.84 47.3 11 17.0 12.0 479 supervivencia
99 3.12 31.8 15 20.0 11.0 513 supervivencia
92 2.47 26.8 12 19.0 11.0 615 supervivencia
96 1.88 19.6 12 19.0 3.0 809 supervivencia
86 1.70 19.8 10 14.0 10.5 659 supervivencia
125 3.37 26.9 18 28.0 6.0 665 supervivencia
80 2.01 25.0 15 20.0 6.0 796 supervivencia
82 3.15 38.4 13 20.0 6.0 508 supervivencia
110 1.66 15.1 23 31.0 6.5 1494 fallecimiento
80 1.50 18.7 13 17.0 12.0 907 fallecimiento
118 1.03 8.7 19 27.0 10.0 2097 fallecimiento
95 1.89 19.9 25 27.0 20.0 1143 fallecimiento
80 1.45 17.1 19 23.0 15.0 1269 fallecimiento
85 1.30 15.1 13 18.0 10.0 1108 fallecimiento
105 1.84 17.5 18 22.0 10.0 957 fallecimiento
122 2.79 22.9 25 36.0 10.0 1032 supervivencia
81 177 21.9 18 27.0 11.0 1220 supervivencia
118 2.31 19.6 22 27.0 10.0 935 supervivencia
87 1.20 13.8 34 41.0 20.0 2733 fallecimiento
65 1.19 18.3 15 18.0 13.0 1210 fallecimiento
84 2.15 25.6 27 37.0 10.0 1377 supervivencia
103 0.91 8.8 30 33.5 10.0 2945 fallecimiento
75 2.54 33.9 24 31.0 16.0 976 supervivencia
90 2.08 23.1 20 28.0 6.0 1077 supervivencia
90 1.93 214 11 18.0 10.0 746 supervivencia
90 0.95 10.6 20 24.0 6.0 2021 fallecimiento
65 2.38 36.6 16 22.0 12.0 739 supervivencia
95 0.99 10.4 20 27.5 8.0 2222 fallecimiento
95 0.85 8.9 19 22.0 15.5 2071 fallecimiento
86 2.05 23.8 21 28.0 10.0 1093 supervivencia
82 2.02 248 = 16 22.0 14.0 871 supervivencia
70 1.44 20.6 19 26.5 11.0 1472 fallecimiento
92 3.06 33.3 10 15.0 6.0 392 supervivencia
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FRCAR INCAR INSYS PRDIA PAPUL PVENT REPUL PRONOSTICO
94 1.3t 13.9 26 40.0 15.0 2443 fallecimiento
79 1.29 16.3 24 31.0 10.0 1922 fallecimiento
67 1.47 21.9 15 18.0 16.0 980 supervivencia
75 1.21 16.1 19 24.0 4.0 1587 fallecimiento
80 2.41 30.9 19 24.0 7.0 797 supervivencia
61 3.28 54.0 12 16.0 7.0 390 supervivencia

110 1.24 11.3 22 27.5 11.0 1774 fallecimiento
116 1.85 15.9 33 42.0 13.0 1816 fallecimiento
75 2.00 26.7 16 22.0 5.0 880 supervivencia
92 1.97 214 18.0 27.0 3.0 1096 fallecimiento
110 0.96 8.8 15.0 19.0 16.0 1583 supervivencia
95 2.56 26.9 8.0 13.0 3.0 406 supervivencia
75 2.32 30.9 8.0 10.0 6.00 345 supervivencia
80 2.65 33.1 13.0 19.0 9.0 574 supervivencia
102 1.60 15.7 24.0 31.0 16.0 1550 fallecimiento
86 1.67 19.4 18.0 23.0 8.5 1102 supervivencia
60 0.82 13.7 22.0 320 13.05 3122 fallecimiento
100 1.76 17.6 23.0 33.0 2.0 1500 supervivencia
80 3.28 41.0 12.0 17.0 2.0 415 supervivencia
108 2.96 27.4 24.0 35.0 6.5 946 supetvivencia
92 1.37 14.8 25.0 46.0 11.0 2686 fallecimiento
100 1.38 13.8 20.0 310 11.0 1797 fallecimiento
80 2.85 356 25.0 32.0 7.0 898 supervivencia
87 2.51 28.8 16.0 24.0 20.0 765 fallecimiento
100 2.31 23.1 8.0 12.0 0.0 416 supervivencia
120 1.18 9.9 25.0 36.0 8.0 2441 fallecimiento
115 1.83 15.9 25.0 30.0 8.0 1311 fallecimiento
101 2.55 25.2 23.2 30.5 9.0 957 supervivencia
100 231 23.1 8.0 12.0 0.0 416 supervivencia
120 1.18 9.9 25.0 36.0 8.0 2441 fallecimiento
115 1.83 15.9 25.0 30.0 8.0 1311 fallecimiento
101 2.55 25.2 23.2 305 9.0 957 supervivencia
92 2.17 235 19.0 24.0 3.0 885 supervivencia
87 1.42 16.1 20.0 26.0 10.0 1465 fallecimiento
80 1.59 19.9 13.0 205 4.0 1031 supervivencia
88 1.47 16.7 23.0 325 10.0 1769 failecimiento
104 1.23 11.8 27.0 33.0 110 2146  fallecimiento
90 1.45 16.1 17.0 24.0 85 1324 supervivencia
67 0.85 12.7 26.0 33.0 11.0 3106 fallecimiento
87 2.37 27.2 15.0 220 10.0 743 supervivencia
108 2.40 22.2 26.0 3t 0 4.0 1033 supervivencia
120 1.91 15.9 18.0 27.0 15.0 1131 fallecimiento
108 1050 13.9 28.0 43.0 16.0 1813 fallecimiento
86 2.38 27.4 240 34.0 8.0 1153 supervivencia
112 1.56 13.9 24.0 29.0 4.0 1487 fallecimiento
80 1.34 17.0 16.0 25.0 16.0 1493 fallecimiento
95 1.65 17.4 20.0 33.0 7.0 1600 fallecimiento
90 2.04 22.7 28.0 41.0 10.0 1608 fallecimiento

pe—————
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FRCAR INCAR INSYS PRDIA PAPUL PVENT REPUL PRONO
90 2.04 22.7 28.0 41.0 10.0 1608 fallecimiento
90 3.03 33.6 17.0 23.5 ©7.0 620 supervivencia
94 1:21 12.9 17.0 22.0 3.0 1455 fallecimiento
51 1.34 26.3 11.0 17.0 6.0 1015 fallecimiento
110 117 "~ 10.6 29.0 35.0 10.5 2393 fallecimiento
96 1.74 18.1 24.0 29.0 6.0 1333 fallecimiento
132 1.31 9.9 23.0 28.0 12.0 1710 fallecimiento
135 0.95 7.0 15.0 20.0 7.0 1684 fallecimiento
105 1.92 18.3 18.0 24.0 3.0 1000 fallecimiento
99 0.83 8.4 220 . 220 8.0 2602 fallecimiento
116 0.60 5.2 33.0 38.0 10.0 5067 fallecimiento
112 1.54 13.8 25.0 31.0 8.0 1610 fallecimiento

Un analisis factorial discriminante entre los sobrevivientes y los fallecidos dan los resul-
tados siguientes: la distancia.de Mahalanobis al cuadrado vale:

D? = 4,942 de donde Dy = 2.223

Tabla 2

Variable N Media Desviacidon estandar
FRCAR 51 95.90196078 17.97693511
INCAR b1 1.39470588 0.37619332
INSYS 51 14.99607843 4.63900682
PRDIA 51 21.09803922 5.14183152
PAPUL 51 29.09803922 6.81910523
PYENT =51 10.64705882 4.34429985
REPUL 51 1797.27450980 739.87296419
FRCAR 50 88.34000000 13.84109527
INCAR 50 2.30580000 0.56055035
INSYS 50 26.75200000 8.08319597
PRDIA 50 16.50400000 5.15304388
PAPUL 50 22.84000000 6.46532352
PVENT 50 8.33000000 4.05398519
REPUL 50  841.38000000 303.68256050

Bajo las hipétesis de multinormalidad ([1], capitulo 15), es el valor correspondiente a
F = 16476: 40
mngn—p— 2
—_— D= F
~n p(n-2) 54
El valor critico al 1% para un valor F(7;93) es 2.84, el D? es significativo de una
diferencia neta entre los dos grupos.
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Se halla R? = A = 0.5576 y u = 1.2604.

La variable discriminante se obtiene entonces por la combinacién lineal de las 7 variables
centradas sobre la media general de los dos grupos (var tabla 3).

Tabla 3

FRCAR -0.026445290
INCAR  2.768181397
INSYS -0.075037835
PRDIA  0.009115031
PAPUL -0.074211897
PVENT -0.021086258
REPUL  0.000084078

Si no se centra se suma la constante 1.22816 a la combinacién lineal anterior de los datos
brutos.

Los coeficientes de correlacién lineales de la variable discriminante con las 7 variables
(los dos grupos confundidos), son idénticos sobre la tabla 4.

Tabla 4

FRCAR -0.3097
INCAR 0.9303
INSYS ° 0.8976
PRDIA -0.6321
PAPUL -0.5751
PVENT -0.3591
REPUL -0.8676

Las medias de los dos grupos sobre las variables discriminantes son:
Fallecimientos -1.1005
Sobrevivencia  1.1225

Se vuelve a encontrar Dy = +1.1005+ 1.1225 = 2.2230

1.4 Reglas geométricas de asignacién
Habiendo encontrado la mejor representacién de la separacién en k clases de n individuos,

se puede entonces intentar asignar una observacion e a uno de los grupos.

La regla natural consiste en calcular las distancias de la observacion a clasificar, a cada
uno de los k centros de gravedad y asignar segin la distancia mas pequefia. Falta definir la
métrica que se va a utilzar.
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A. Regla de Mahalancbis—Fisher

Consiste en utilizar la métrica W= (o V=1 que es equivalente):
d*(e,9:) = (e — ¢:)'W™ (e - %)
Desarrollando esta cantiaad se encuentra:
d*(e,g:) = €W le + giWlg; — 2'W™g;

Puesto que e!W~1e no depende del grupo i, la regla consiste en buscar el minimo de
TW-1g.
giW=1g; — 2e!'W~1g; 0 el maximo de e!W~1g; — 2‘-—-2—-—-‘?1
Se ve que esta regla es lineal respecto a las coordenadas de e.
Se debe calcular para cada individuo, k funciones lineales de sus coordenadas y buscar
el valor maximal.

La tabla 5 da para el ejemplo de los infartos las dos funciones de clasificacién.

Tabla 5

deceso supervivencia
CONSTANTE -91.57481116  -89.97134555

FRCAR 1.53609883 1.47730875
INCAR -52.09444392  -45.94054613
INSYS 5.44165359 5.27483824
PRDIA -0.64815662  -0.62789315
PAPUL 0.70738671 0.54240748
PVENT 0.85037707 0.80350057
REPUL 0.00638975 0.00657667

En el caso de los dos grupos se decidird asignar al grupo 1 si:
1 1
eWlg = 3(siW 1) > €W lgy - 5g3W g

O sea 1
Wl (g1 — g2) > 5(o +02)'W (g1 - 92)

Puesto que W~1(g; — g2) es la funcién de Fisher, la regla consiste en asignar al grupo
1 si el valor de la funcién discriminante es superior al umbral:

1 5
5(91 +92)'W (g1 ~ 92)

Cuando los dos grupos son de igual efectivo g; + g2 = 0; se asigna al grupo 1 si la funcién
e!W~1(g; — g) es positiva.
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En el ejemplo de los infartos es poco mas o menos el caso puesto que n; = 50 y ny = 51.
Se predecird la supervivencia si la funcién discriminante es positiva.

Observemos que la aplicacién de la regla geométrica se puede hacer indiferentemente en
el espacio IRP o en el espacio factorial R*1.

En particular si k = 3, las fronteras de asignacién a los grupos son hiperplanos ortogo-
nales al plano de los tres centros de gravedad. Se pueden leer directamente las distancias de
Mahalanobis a g1, g2, g3 utilizando el grifico de las dos variables candnicas discriminantes
normalizadas a 1 (en el sentido de la varianza interclase).

B. Insuficiencia de las reglas geométricas

La utilizacion de la regla anterior conduce a asignaciones incorrectas cuando las dis-
persiones de los grupos son muy diferentes entre eilos, nada justifica entonces el uso de la
misma métrica para los diferentes grupos.

En efecto, si se considera la figura 8, aunque e sea mas préximo de g; que de g, en el
sentido habitual, es mds natural asignar e a la segunda clase que a la primera cuyo “poder
de atraccion” es mas pequeio.

Figura 8
Diversas soluciones utilizan métricas locales M; tales como:
d*(e, g:) = (e ~ 9:)' Mie — gi)
que han sido propuestas, tomando en general, M; proporcional a V1.

El problema de la optimalidad de la regla de decisién geométrica no puede ser resuelto sin
referencia a un modelo probabilistico. En efecto, el problema es de saber c6mo se comportara
esta regla frente a nuevas observaciones, lo que lleva a hacer hipdtesis distribucionales sobre
la distribucién en el espacio de estas nuevas observaciones. Se alcanzan, por lo tanto, las
limites de los métodos descriptivos. Veremos mas adelante en qué condiciones ellas conducen
a unas reglas optimales.

PP
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1.5 Un método de discriminacién sobre variables cualitativas: el método
Disqual

Cuando los predictores son p variables cualitativas A;,A5,..., &}, con my,m;..., m, mo-
dalidades respectivamente, se puede utilizar el procedimiento siguiente: se efectiia en una
primera etapa el andlisis de correspondencias miltiples de las variables X;,A3,..., A}, es
decir el andlisis de correspondencias de la tabla disyuntiva X = (X3|X...|X,).

Se reemplazan entonces las p variables cualitativas por las ¢ coordenadas sobre los
ejes factoriales y se efectia luego un analisis factorial discriminante sobre estas ¢ variables
numéricas 21,23, ..., % :

Un factor discriminante d es una combinacién lineal de los z; que son combinaciones
lineales de las indicatrices de los X;. Se expresa entonces directamente d como combinacién
lineal de las indicatrices de los A}, o lo que se reduce a atribuir a cada categoria de cada
variable un valor numérico puntaje. d es entonces simplemente igual a la suma de los
puntajes obtenidos en las categorias de las p varibles. Esto se reduce a trasformar cada
variable cualitativa en una variable numérica discreta con m valores.

Cuando k = 2 este método es 6ptimo en el sentido siguiente: tomando todos los factores
posibles del Andlisis de las Correspondencias Multiples (ACM) (E m; — p) la cuantifi-

1
cacién de las variables A; es la que da la distancia de Mahalanobis mis grande entre los dos
grupos.

En la prictica, sin embargo, se utilizan inicamente los factores que presentan a la vez
una inercia y en poder separar entre las clases, suficientes.

Igualmente, se podrian utilizar técnicas parecidas a las expuestas en el capitulo 17 de
[1] (modelo lineal general y andlisis de varianza), consistentes en anular los coeficientes de

ciertas variables indicatrices y efectuar un andlisis discriminante sobre z m; — p columnas
i

de X.

La ventaja del andlisis de correspondencias es proveer ademas de una descripcién de las
relaciones entre las variables explicativas, unas componentes ortogonales (el D? es entonces
2 : Lt vi -1
la suma de los Df sobre las diversas componentes con la métrica V1),
En estas mismas memorias, se detalla un poco méis este método y se hace una aplicacién
al puntaje en crédito (credit-scoring).

2 Métodos probabilisticos

2.1 La regla Bayesiana

Se supone que los k grupos estdn em proporcién pi,ps,...,pr en la poblacién total y que
la distribucién de probabilidad del vector observacién z = (zy,...,,) es dado para cada
grupo j por una densidad (o una ley discreta) f;(z).
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Observando un punto de coordenadas (z1,23,...,%,) la probabilidad de que provenga
del grupo j es dada por la férmula de Bayes: ' r i

P(G /.’L') = p]f.?(z)
ZPJ-G(m)
=1
La regla bayesiana consiste entonces en asxgnar la, observacién z al grupo que tiene la
probabilidad a posteriori maxima. ‘

Los denominadores siendo los mismos para los k grupos, se debe entonces buscar el
maximo de: = ;
pifi(z)

Es entonces necesario conocer o estimar f;(z). Diversas posibilidades existen.

A. Métodos no paramétricos

No se hace hipétesis. especifica sobre la familia de leyes de probabilidad. Variantes
multidimensionales del método del nicleo permiten estimar f;(z) por

firz) 2 ,,,Jl_h‘:ZJIK (I x‘)

donde K es una densidad multidimensional.

La discriminacién “por bolas” es un caso particular: se traza alrededor de z una bola
en [R? de radio p dado y se cuenta el nimero de observaciones k; del grupo j en esta bola.
Se estimard directamente P(G;/z) por:

kj
Zj k;

(Observacién: la bola puede ser vacia si p es muy pequeiio).

Uno de los métodos mas utilizados es el método de los k vecinos mds cercanos. Se buscan
los k puntos mds préximos de z en el sentido de una métrica que se precisa y se clasifica
z en el grupo mas representado: la probabilidad a posteriori se obtiene igual que para la
discriminacion por bolas, pero no tiene mucho sentido si k es pequeiio.

B. Métodos paramétricos
Se da una familia parametrizada de leyes de probabilidad para f;(z) y se utiliza la
muestra para estimar los parametros. El caso normal p-dimensional es el mas cldsico y serd

desarrollado mas adelante.

Se puede igualmente dar una expresién parametrizada de la probabilidad a posteriori y
estimarla directamente: serd el caso de la regresién logistica tratada en la seccién §2.4.

B —
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2.2 El modelo normal multidimensional

Se supondra que z sigue una ley N,(u, ¥;) para cada grupo:

1 1 ty—
fi(=z) = @R aer T, T P [—5(z - ;)57 (= - #j)]

A. El caso general

La regla bayesiana max p; f;(z) se reduce, pasando a logaritmos, a minimizar:

(z — 4;)'E7 (= ~ pj) — 2Inp; + In(detX;) i
Cuando los I; son diferentes esta regla es cuadritica y se debe comparar k funciones

. . n
cuadriticas:de z. ¥; es en general estimado por - IV_; Y p; por g;.

B. El caso de igualdad de matrices de varianza-covarianza

St 21 = X = ... = E; = L, la regla se vuelve lineal. En efecto In{det X;) es una
constante y (z — ;' Z~Y(z — i) es entonces igual a la distancia de Mahalanobis tedrica de

z a p; A%z, u;).
Desarrollando y eliminando z!Z~!z que no depende del grupo, se tiene:

1

max {x'E'lpj -3

BT s + 1nPj}

W, la regla bayesiana corresponde a la regla geométrica

Si ¥ es estimada por
cuando hay igualdad de probabilidades a priori. La regla geométrica es entonces 6ptima.

La probabilidad a posteriori de pertenencia al grupo j es proporcional a:
1.2
piexp (~2 A%z, 5)
C. Dos grupos con igualdad de las matrices de varianza
Se asignard z al grupo 1 si:

_ 1 -
S — ) > 5+ p2)E7 (1 - ) +In§—f

Si p1 = p2 = 0.5 se encuentra la regla Fisher estimando T por = W.

Es decir:

_ | 1 _
S(x)=z'Z7 g — p2) - 5(#1 + )7 (1 ~ 2) + In :’—:
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-

Se asignard a r al grupo 1 si S(z) > 0y al grupo 2 si §(z) < 0.

La funcion S(z) lamada puntaje o estadistica de Anderson estd ligada simplemente a
la probabilidad a posteriort de pertenencia al grupo 1.

Tenemos en efecto

p fi(z)
P G Z)= P:
(Gr/2) p filz) + pafo(z)
de donde
L Pafolz) Pz [ 1 -1 1 -1 ]
P =1+ plfl(n:) =1+ P1 €xp 2(3‘- #2)2 (1 ,u2)+ 2(.?, pl)z (a; #1)
| l -] = P_z _1_ 2 _ _1_ 2 ]
P 1= o exp [2A (z,m1) 21_\. (z, u2)
de donde In (—II; - 1) = —S(z).
Es decir:

P 1 _ _exp(S(=))
L+exp(—5(z)) 1+ exp(S(z))

Se dice que P es funcién “logistica” del puntaje.

Cuando p; = pp = 3 :

1

P =
1+ exp (-—%(A%z,m) - A"'(z,#z)))

He aqui a manera de ejemplo la tabla 6 que da las asignaciones de las 45 primeras
observaciones de los datos de infartos segin la regla anterior. El asterisco indica un error

de clasificacion.
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Tabla 6 -
Grupo Grupo P(Gi/z) P(Ga/z)
.-real atribuido :
1 sobreviviente scbreviviente 0.4515 0.5485
2 fallecido fallecido 0.8140 0.1860
3 fallecido fallecido 0.9597 0.0403
4 sobreviviente sobreviviente 0.2250 0.7750
5 fallecido _fallecido 0.8112 0.1888
6 fallecido fallecido 0.8928 0.1072
7 sobreviviente sobreviviente 0.3202 0.6798
8 sobreviviente fallecido _ 0.8711 0.1289
-9 sobreviviente sobreviviente 0.0984 0.9016
10 sobreviviente sobreviviente 0.0797 0.9203
11 sobreviviente sobreviviente 0.0138 0.9862
12 sobreviviente- sobreviviente 0.0160 0.9840
13 sobreviviente  sobreviviente 0.0052 0.9948
14 sobreviviente sobreviviente 0.0105 0.9895
15 sobreviviente sobreviviente 0.0019 0.9981
16 sobreviviente sobreviviente 0.0258 0.9742
17 sobreviviente sobreviviente 0.2011 0.7989
18 sobreviviente sobreviviente 0.2260 0.7740
19 sobreviviente sobreviviente 0.0022 0.9978
20 sobreviviente sobreviviente 0.1222 0.8778
21 sobreviviente sobreviviente 0.0014 0.9986
22 fallecido fallecido 0.8629 0.1371
23 fallecido sobreviviente 0.4804 0.5196
24 fallecido fallecido 0.9900 0.0100
25 fallecido fallecido 0.5845 0.4155
26 fallecido - fallecido 0.7447 0.2553
27 fallecido - fallecido 0.7067 0.2933
28 fallecido sobreviviente 0.4303 0.5697
29 sobreviviente sobreviviente 0.1118 0.8882
30 sobreviviente . fallecido 0.5734 - 0.4266
31 sobreviviente sobreviviente 0.2124 0.7876
32 fallecido fallecido 0.9928 0.0072
33 fallecido fallecido 0.7301 0.2699
34 sobreviviente fallecido 0.5354 0.4646
35 fallecido fallecido 0.9943 0.0057
36 sobreviviente sobreviviente 0.1218 0.8782
37 sobreviviente sobreviviente 0.2757 0.7243
38 sobreviviente sobreviviente 0.1759 0.8241
39 fallecido fallecido 0.9555 0.0445
40 sobreviviente sobreviviente 0.0695 0.9305
41 fallecido fallecido 0.9762 0.0238
42 fallecido fallecido 0.9785 0.0215
43 sobreviviente sobreviviente 0.3240 0.6760
44 sobreviviente sobreviviente 0.2121 0.7879
45 fallecido fallecido 0.7880 0.2120

G.. SAPORTA

Bajo reserva del cardcter realista de la hipdtesis de multinormalidad, sus resultados son
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entonces mas precisos que una simple decision segin la distancia mds corta. El cdlculo de
probabilidades a posteriori muestra aqui que 4 clasificaciones erréneas sobre 5 se produjeron
en una zona de incertidumbre.

D. Acerca de ciertas pruebas

La hipétesis de igualdad de las matrices X; puede ser probada por medio de una prueba
de Box que generaliza la de Bartlett para el caso unidimensional.

St la hipotesis £, = 9 = ... = I es verdadera, la cantidad:

2p2 +3p-1 1 1
(1_6(p+1)(k—1)) [(Zn;—l—n—-k)(n_k)ln

i

n n;
__kWI—;(n,- ~1)In - IV.”

n

pp+ 1)(k—1)
2

sigue aprozimadamente una ley x* con grados de libertad.

Si se rechaza la hipétesis de igualdad, jdebemos utilizar las reglas cuadréiticas? Esto no
es seguro en todos los casos. Para empezar, el test de Box no es perfectamente confiable,
ademds que el uso de las reglas cuadraticas implica la estimacién de mds pardmetros que
la regla lineal porque se debe estimar cada £;. Cuando las muestras son pequefias las
funciones obtenidas son muy poco robustas y es mejor utilizar una regla lineal a pesar de
todo.

Para dos grupos el resultado siguiente estd en el origen de los métodos clisicos de
seleccion de variables: :

Sea un subgrupo de | variables enire las p componentes de z. Supongamos que Ag g
en otros términos las p— 1 variables restantes no dan ninguna informacion pare separar las
dos poblaciones; entonces: y

(n1 4+ ng — p— 1)nyny( D2 — DY)
(p— 1)(m + ng)(ny + ng — 2) + nyna D}

=Fp-lLnm+n—p-1)

Se puede asi probar el crecimiento de la distancia de Mahalanobis aportada por una
nueva variable a un grupo ya constituido tomando ! = p — 1.

Cuando se hace la discriminacion entre mas de dos grupos, las pruebas son las que
utilizan el A de Wilks. : ; ;

El test de igualdad de las k esperanzas py = g = -+ = i es el siguiente

O L L S
VI~ W+B ~ WB+1]

_—_— - - - -
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sigue la ley de Wilks de pardmetros p, n — k, k — 1 bajo Hp : py = pg = - - = Jig.

Porque nV,nW, nB siguen respectivamente las leyes de Wishart con n — 1,n— k, k-1
grados de libertad.

Si k = 3 se utilizard la ley exacta de A y no una aproximacién

1- VA 3
e b et s AT ot T

Si k = 2, la prueba de Wilks y el test de la distancia de Mahalanobis (Ho : A2 = 0) son
idénticos porque B siendo de rango 1 se tiene:

i 1 Sipagy. )
= e e L
P(ny1 4 n2)(ny + nz — 2)

La prueba Hp : p; = p Vi puede efectuarse igualmente utilizando como estadistica
de prueba la traza de W~ B llamada estadistica de Lawley-Hotelling que sigue la ley T¢
generalizada de Hotelling aproximable por un xz(k_l).

La traza de V~!'B es llamada traza de Pillai. Para la introduccién paso a paso de
variables discriminando en k grupos, se utiliza usualmente la prueba de variacién A medida

por:
n—k-=pf A 1
k-1 Aptr

que se compara con un Fi_j;n_k—p

2.3 Medidas de eficacia de las reglas de clasificacion

El criterio usual es la probabilidad de clasificar bien una observacion cualquiera. Se com-
parara la eficacia de los diversos métodos de clasificacién en términos de tasas de error.

A. Tasa de error para dos grupos con £; = £, y distribucién normal
Cuando p; = p;, la regla de clasificacion teédrica es asignar al grupo 1 si:
£ 1 =
S(z) = 2'Z7 (1 — p2) - 5(m +p2)' 27 (1 — p2) > 0
La probabilidad de error de clasificacion es entonces:

P(S(z) > 0/z € Ny(u2; X))

La ley de S(z) es una ley de Gauss de una dimensién como combinacién lineal de
componentes de z.
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E(S(z)) = piE (1 —p2) -~ -;—(#1 + 12)' 27y — o)

1 _ 1
= 5(#1 — p2) Ty — o) = —§A§

V{(S(z)) (1 — p2) EIEE " oy — pa) = A2

de donde

S(z) sigue una LG( 3 p,AP) st z € Gs.

La probabilidad de clasificar en el grupo 1 una observacién del grupo 2 es:

P(1/2)=P (U > 92—”)

que es igual a P(2/1). Esta relacién da una interpretacion concreta de la distancia de
Mahalanobis.

Si py # py se tiene:

A 1, p
PA/2Y=P|U> L4 —In==
(/2 ( 2 4 Pl)

P(2/1) = (U > ";’" - Aipmg)

Cuando py,u2 y ¥ son estimados S(z) no sigue una ley normal y utilizar D, como
estimacién del A, conduce a una estimacion sesgada de las probabilidades de error de
clasificacion: hay en promedio, subestimacién de la probabilidad global de error, p; P(2/1)+
p2P(1/2) debido entre otras razones al hecho que D sobreestima A2 ([1] capitulo 15, seccién
15.5.6¢).

Para el ejemplo de los infartos, como D,, = 2.223 se llega a una estimacién de tasas de
error igual a P(U > 1.11) = 0.13.

n——p—ng_p n

= 4.37 conduce a
-2 Ty 7o

La utilizacién de la estimacién sin sesgo de A2,

una estimacién de la tasa de error cercana al 15%.

B. El método de resustitucion

éste consiste en reasignar las n observaciones segin las funciones discriminantes encon-
tradas. En el ejemplo de los infartos se obtienen los resultados dados en la tabla 7, es decir,
con una tasa de error de 13%.
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Tabla 7
grupo atribuido
deceso sobrevivencia
ETupO re
deceso 46 5
sobrevivencia 8 42

et ol i

Este método tiene un gran defecto: subestima sistematicamente la tasa de error porque
se utilizan las mismas observaciones que sirvieron para encontrar las funciones discriminan-
tes. La regla 6ptima para la muestra da buenos resultados si se aplica sobre ella.

C. Los métodos de validacidn cruzada

Para evitar el defecto del método de resustitucién se aconseja partir la muestra en dos
submuestras: una servira para la elaboracién de reglas de clasificacién (muestra de base o
de aprendizaje), la otra para la aplicacién de las reglas de clasificacién (muestra—prueba).

La tasa de error medida sobre la muestra—prueba serd entonces una estimacién sin sesgo
de la tasa verdadera. Esto supone que se tienen numerosos datos para poder sustraer sin
riesgo una parte considerable de los datos (25% es aconsejado).

En el caso de muestras pequenias la técnica siguiente de Lachenbruch y Mickey (compa-
rable al press en regresién) permite obtener una estimacién realista de la tasa de error.

~ Se efectuan n analisis discriminantes sobre cada una de las n muestras de las n — 1 obser-
vaciones obtenidas poniendo de lado cada vez una de las observaciones. Se clasifica entonces
la observacién que fue dejada aparte y se cuenta el porcentaje de error de clasificacién.

Observacion: Los procedimientos usuales de seleccién de variables optimisan criterios pro-

babilisticos: ley de A Wilks o distancia de Mahalanobis, que no necesariamente optimizan
¢l porcentaje correctamente.

2.4 La regresion logistica

Cuando sélo hay dos grupos, bajo la hip6tesis de normalidad e igualdad de las matrices
de varianza, se ha visto que la probabilidad a posteriori era una funcién loglstlca. del puntaje,
el cual era una funcidén lineal de las variables explicativas.

Se tiene pues:
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B
fi(z) : | P
(fz( )) Bo+ 'z donde f= f
By

El modelo de regresion logistica consiste en partir de la relacién anterior y estimar los
P + 1 parametros segin el maximo de verosimilitud.

Respecto a la discriminacién lineal usual, el modelo logistico implica menos parametros
y cubre una amplia gama de leyes de probabilidades (las variables explicativas pueden ser

binarias).

Se tiene, por tanto:

n fi(z)
. p1fi(z) - 12 fu(z)
PYSHE 550 oehteibititn 14 PAE)
p2 fa(z)
> exp (ﬁo + In ;—l & ﬂt‘”)
1+ exp (ﬁu +1n ;—lﬂ'w)
P(Ga/z) = -

1+ exp (ﬂo +In &.+ ﬂtz)
P2 :
La verosimilitud de las 8 (suponiendo n; y n; fijos y no aleatorios) es:

L= 1] A=) [ fal=:)

1€G) 1EG,
Como:
_ P(Gi/z)f(z) o) = £(G2/2)f(2)
filz) = mpl y fa(z)= “—~—-—p2

Con f(z) = prfi(z) + p2fa(z), se tiene:

L = ,,m = 1] P(Gi/=:) [T P(G2 /r:)Hf(x:)

1 ¥2 {eq, 1£Gg

L Ly

p'py’

donde L; es la verosimilitud condicional de los pardmetros, conociendo las z; y la densidad
incondicional de las z;, L.

s
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No siendo conocida f se estimaran fo, f - - - B, por un método de maxima verosimilitud
condicional:

exp (fo+1In 2 + f';) 1
max
5 ieG, 1+ exp (fo+In B + f'z,) icG, 1 +exp (Bo + In B + Bta;)

Para esto hay que utilizar un método numérico, puesto que no hay solucién anilitica a
la ecuacién de la verosimilitud.

Siendo estimadas las f, la regla Bayesiana puede ser aplicada para las clasificaciones.
Como:

P(Gy/z)
P(Gg/ﬂ:)

se asignard aligrupo 1 si fo +In EL + f'z > 0.

In =fo+n 2 4Btz
P2

Cuando: los datos provienen de dos pobalciones normales con £; = X3 la regresién
logistica es menos adecuada que el andlisis discriminante clasico, pues la solucién dada por
S(z) corresponde a un maximo de verosimilitud verdadera y no a un maximo de verosimi-
litud condicional (se utiliza menos informacién en la regresién logista puesto que sélo fi/fa
se supone conocido y no f; y fa).

Parece que la regresién logistica da resultados verdaderamente mejores que la regla
geométrica, sélo para poblaciones claramente no normales o con X; muy diferente de I,
pero al precio de un procedimiento de cilculo mucho mas complejo que la simple inversién
de la matriz W.
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Los métodos y las aplicaciones del credit-scoring

Gilbert Saporta*

La técnica de discriminacién sobre variables cualitativas propuesta por el autor [5], fue
inicialmente concebida para calcular puntajes de riesgos bancarios. Desde entonces y con la
implementacion computacional del proceso para calcular los puntajes, mads de una centena
de estudios han sido realizados en Francia. i

En una primera parte se presenta un resumen de las diferentes técnicas estadisticas
utilizables y evaluamos su interés. En la segunda parte se presenta un resumen de los tra-
bajos operacionales. En particular se muestra que surgen numerosos problemas (muestreo,
reajuste, acceso a los datos, robustez, fiabilidad, ...) y que la realizacién de un puntaje
operacional depende no sélo de la escogencia de un buen algoritmo, sino ademds, de un
savoir faire adquirido gracias a la experiencia. Algunos perfeccionamientos estadisticos son
igualmente evocados.

1 Metodologia estadistica

1.1 Planteamiento del problema

Esquematicamente un problema de credit-scoring se puede describir como la bisqueda de
un procedimento de separacién entre dos grupos: los “malos pagadores” y los “buenos paga-
dores”, conociendo un conjunto de descriptores. Las variables explicativas son casi siempre
cualitativas (categoria profesional, estado matrimonial, geotipo, etc.) o se transforman en
cualitativas por descomposicién en clases (antigiiedad en el empleo, por ejemplo). Esta si-
tuacién excluye el uso clasico de los procedimientos de analisis discriminante. Los datos son
por tanto constituidos por dos muestras de tamai generalmente elevado (varias centenas de
observaciones) descritas por p variables cualitativas X; con m; modalidades; 1 = 1,2,...,p
donde p es geenralmente del orden de varias decenas.

1.2 Técnicas estadisticas utilizables

El objetivo es prever la calidad de un expediente a partir de las variables explicativas.
Dos grandes categorias de procedimientos se pueden proponer: los fundamentados en la
estimacién de la probabilidad de pertenencia a una de las clases y los fundamentados en la
estimacion de una regla numérica de clasificacion: “el puntaje”. A continuacién se describen
algunas de esas técnicas estadisticas.

*Département de Mathématiques et Informatique, Centre National d’Arts et Métiers, Paris
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1.2.1 Estimacién de la probabilidad

Fl esquema multinomial es utilizable puesto que hay 2¢II?_, m; casos posibles y este nimero
es en general excesivo. Se debe, por tanto, reducir el nivel de las interacciones ttiles y tomar
por ejemplo unos modelos del tipo loglineal (ver [2,4] por ejemplo). Se puede también
utilizar un método de segmentacién. Sin embargo, estas técnicas son muy pesadas para
implementar y mal adaptadas al tamaiio de las bases de datos que tratamos.

1.2.2 Funcién de puntaje

Esta enfoque es el mds usado: se atribuye a cada categoria de cada variable un valor
numérico. El puntaje es la suma de los valores de las categorias a las cuales pertenece
un individuo y es la variable numérica de decisién: se puede fijar ya sea un umbral de
aceptacion o bien decidir en funcién de las curvas dando los porcentajes de la demanda y el
porcentaje de malos expedientes en funcién del puntaje. La regla es de muy facil aplicacién
e interpretacién.

El puntaje no es mas que la variable discriminate en el sentido de Fisher, combinacién
lineal de las 37 m; variables indicatrices de las categorias de las p variables. El método
del puntaje es por lo tanto un andlisis discriminante sobre las variables cualitativas, y una
forma de cuantificar las variables cualitativas.

El conjunto de las variables indicatrices no es de rango pleno puesto que la suma de
las indicatrices de una misma variable cualitativa vale 1. Soluciones técnicas elementales
como la supresién de la iltima categoria de cada variable, permitirfan utilizar un programa
ordinario de andlisis discriminante. Sin embargo, esta no es la técnica que hemos propuesto
[5] ¥ que es utilizada bajo el nombre de Disqual.

1.2.3 Disqual

Este método consiste en hacer un andlisis factorial (de correspondencias miltiples) del
conjunto de las variables cualitativas explicativas. El conjunto de todos los factores engendra
el mismo espacio que el conjunto de las indicatrices. Se eliminan los factores de poca
inercia y los que no separan suficientemente los dos grupos. (Una de las ventajas de este
procedimiento es que permite usar un métrica diagonal ya que los factores son dos a dos
ortogonales. Ademds los resultados de un andlisis de correspondencias miiltiples son muy
robustos, lo que da una seguridad).

Las k coordenadas factoriales retenidas tienen la funcién de variables explicativas nu-
méricas para un analisis discriminante. Se calcula luego la funcién de Fisher, que se expresa
como una combinacién lineal de las indicatrices, lo que da la funcién de puntaje (una
variante de este método, pero sin la seleccién de los factores, figura en el programa SPAD,
etapa DIS2G).

A-%
Aj

En eéfecto, si d es la funcién de-Fisher; d = (d; di) donde d; = y E;f es la media

de las coordenadas del grupo ¢ sobre el eje factorial j de varianza A;.
El puntaje s de un individuo se obtiene por: s = Z;?:, d;2.
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Como 27 = ¥, ajz; se tiene s = Yk TR, djadz; o sea
e Z(Z djoq )z
by =5y

donde z; es la indicatriz de la categoria [. 1 valor del puntaje de esta categoria vale por lo
tanto 35, d;ef. _

Por construccion de la funcién de puntaje, esto corresponde a un modelo puramente
aditivo sin interaccién. Tomando en cuenta las interacciones entre las variables explicativas
mejoraria claramente el comportamiento del puntaje. Esto se puede hacer de la manera
siguiente: se detecta por medio de un modelo log-lineal o por medio de una segmentacién,
que X; y X; interacctian. Se reemplazan estas variables por la variable X; x X, con m;m;
categorias y se aplica el método Disqual. Si m;m; es muy grande (normalmente lo es) se
pueden agrupar categorias.

2 Las aplicaciones del credit-scoring: riesgos de fracaso y con-
diciones de éxito

2.1 Algunos problemas metodolégicos

Mencionamos aqui algunos aspectos de la implementacién del método mencionado al credit-
scoring. Aparecen varias dificultades ligadas ya sea a problemas metodoldgicos o bien a
problemas practicos. Para que un puntaje sea operacional y utilizable, no sélo hay que
escoger un buen algoritmo aino que también se debe adquirir un gran savoir faire.

2.1.1 La poblacién, el muestreo y los reajustes

El primer problema es quizds el mas delicado para resolver. Es el que lleva a un gran
nimero de fracasos. Para que un puntaje sea operacional debe ser aplicable al conjunto de
la demanda. Esta es asimilada a una poblacién numerable P. Para construir un puntaje
lo ideal seria observar el comportamiento pagador de una muestra aleatoria representativa
de P. Ahora bien, en la practica, se realiza una preseleccién y algunos expedientes son
rechazados. Consecuentemente la muestra observada M, es sacada de una parte P; de P,
compuesta de los expedientes aceptables. Si-no se tienen los cuidados necesarios, el puntaje
se aplicard por tanto a P, y no a P.

Durante la implementacion del procedimiento ello significa que los expedientes deberdn ser
primero seleccionados con la ayuda de los métodos tradicionales, y en segundo término, con
la ayuda del puntaje. Pero esto, en la practica, es inaceptable.

Para solucionar el inconveniente, varios enfoques son posibles. Se les puede clasificar
en dos categorias las cuales hacen referencia a una muestra M; de expedientes rechazados
sacados de P, = P—P;. En el primer caso, se busca rehacer My para darle la estructura de P
sobre las principales variables de control. En el segundo caso, se simula el comportamiento
pagador (desconocido) de las observaciones pertenecientes a Mj.

Un segundo problema de muestreo se presenta al tener en cuenta la dimensién temporal
de la demanda. Se observan frecuentemente fenémenos estacionales. Por ejemplo, en Francia
junio es mas malo que octubre. Ademads, la observacién del comportamiento pagador de
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un expediente rechazado se debe hacer en un periodo fijo (por ejemplo 24 meses), teniendo
en cuenta las leyes de aparicion de las cuentas morosas. Los expedientes técnicamente
utilizables tienen cuando menos 24 meses de antigiiedad. Mientras tanto la estructura de la
demanda, la reglamentacidn y las condiciones de aceptacién pueden evolucionar y el puntaje
corre el riesgo de ser obsoleto antes de ser utilizado. Un plan de sondeo bien construido
permite crear una muestra completa de expedientes suficientemente antiguos, ademas de
una muestra representativa de la demanda reciente sobre la cual buscard ajustarse.

En conclusién, dos tipos de reajustes se imponen. El primero permite corregir la es-
tructura de la submuestra observada para volverle a dar la estructura de la demanda. El
segundo permite corregir los efectos de envejecimiento de la muestra para volverle a dar la
estructura de la demanda reciente. ‘

2.1.2 La escogencia de las variables y de las categorias

Otros problemas surgen cuando se trata de escoger las variables que se van a introducir
en el modelo y su descomposicién en categorias. Un algoritmo eficaz de seleccién que no
necesitaria realizar el andlisis discriminante en cada pase, no ha sido aun implementado.
El método que he propuesto con la ayuda de los coeficientes parciales de Chuprow, no
ha aportado los resultados deseados. Una dificultad proviene del hecho que las variables
indicatrices de una variable cualitativa no pueden ser disociadas y por tanto se debe proceder
por bloques de variables.

Sin embargo, los métodos automiticos de seleccién del tipo “stepwise” conducen usual-
mente a soluciones inaceptables para el usuario. Una variable “clisica” como la tasa de
endeudamiento, por ejemplo, puede ser rechazada puesto que su poder explicativo es lige-
ramente inferior que una variable “exdtica” y poco familiar para el usuario. De la misma
manera un método de descomposicién optimal en categorias o de reagrupamiento optimal,
puede conducir a la construccién de clases que sorprenden al usuario. Ademds ciertas es-
cogencias “optimales” sobre una muestra pueden ser engafiosas. A este nivel, el verdadero
savoir faire no reside en la escogencia de las técnicas de optimizacidn, sino esencialmente en
el conocimiento del campo y la acumulacion de experiencias. Los métodos de optimizacién
proveen una primera solucién “estandarizada”, luego es necesario buscar las soluciones ope-
racionales.

Lo mismo ocurre con la escogencia de las variables cruzadas. La experiencia nos ha
mostrado que, frecuentemente resulta preferible sustituir las dos variables cualitativas por
una sola variable obtenida por producto cartesiano. En este caso, es ademds, necesario
reagrupar entre ellas algunas categorias de la variable cruzada. La bisqueda de mejores
cruzamientos se puede hacer con la ayuda de modelos tales como el analisis de la varianza
cualitativo o el modelo loglineal. Este tipo de modelo puede conducir también hacia solu-
ciones artificiosas, y, a menudo, la experiencia guiard al analisis en sus escogencias a priori,
de cruzamientos por probar.

2.1.3 Estabilidad e interpretacion de los coeficientes

Las técnicas de puntaje se parecen a las de los modelos lineales generalizados: son proclives a
aumentar artificialmente el nimero de variables y de categorias en el modelo. Ello permite,
en apariencia, mejorar la calidad de la discriminacion, pero, el problema de la estabilidad
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de los estimadores de los puntajes es crucial. Ademds no se dispone en este caso del
arsenal de tests utilizados en el caso del modelo lineal. Los métodos de remuestreo del tipo
“bootstrap” deberian permitir determinar intervalos de confianza para los puntajes de las
categorias y probar las hipdtesis concernientes en ausencia de toda hipétesis distribucional.
En la prictica es deseable poder interpretar los pesos de los diferentes puntajes en relacién
con la tasa de no pago en la categoria. Una inversién, ain cuando sea estadisticamente
justificada es, para el usuario, dificil de explicar. Un modelo mas “econémico” en variables
y en reagrupamientos juiciosos de categorias permitiria eliminar tales inversiones.

2.1.4 Estimacién de las probabilidades a posteriori

Si las distribuciones condicionales de las coordenadas factoriales son normales se pueden
aplicar los resultados usuales del andlisis discriminante. Esta hipétesis no se verifica siempre
y una estimacién precisa de las probabilidades se puede efectuar por medio de un método no
paramétrico del tipo niicleos de Parzen [3]. Su integracién en un programa del tipo Disqual
estd por hacer.

2.1.5 Desviaciones entre las previsiones y las realizaciones

Una vez el modelo elaborado su utilizacién es doble. Por supuesto, las politicas de seleccién
fundadas sobre la red de puntaje son implementadas. Por otra parte, el modelo es utilizado
para hacer previsiones de no pagadores, en nimero y en volumen, teniendo en cuenta las
politicas de seleccién escogidas. Rapidamente pueden aparecer desviaciones entre las previ-
siones y las realizaciones. Su analisis es un punto cardinal y permite orientar las acciones.
Las desviaciones pueden surgir por causa de una evolucién del ambiente: contexto regla-
mentario o politica comercial del organismo. También pueden deberse a una evolucién de
la demanda, lo que se detecta facilmente siguiendo el perfil de la clientela y comparandolo
con el de la muestra. Los sesgos no controlados en el momento de la construccion de la
muestra también pueden contribuir a las desviaciones.

La deteccién de todas estas desviaciones requiere la puesta a punto de herramientas de
control. ;Como combatir el problema? Normalmente un simple ajuste de umbrales de
aceptacién permite corregir la desviacion. Si ello no es suficiente y si las causas son estruc-
turales, la inica solucién es ajustar un nuevo modelo sobre una muestra actualizada.

2.2 Algunos problemas practicos
2.2.1 El acceso a los datos pertinentes

Usualmente las informaciones contenidads en los expedientes aceptados y rechazados no son
almacenados sobre soporte informdtico. Los expedientes rechazados normalmente no son
conservados. Las estadisticas de demanda y de aceptacion que permiten elaborar el plan de
sondeo no siempre existen. Es por lo tanto necesario realizar una fase previa de conteo, de
codificacién y de digitacion. En lo sucesivo se deben implementar los procedimientos para
la adquisicion de datos de manera sistemdtica, que permita alimentar una base de datos.
Esta base servird para realizar los trabajos de seguimiento de las desviaciones y sacar las
muestras de futuros estudios de puntaje.
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Otro problema que se presenta frecuentemente es que lo histérico no es utilizable, ya
sea porque se trata de una actividad nueva o reciente, o bien porque las reglas de seleccion
eran tan severas que ningun expediente deriva en moroso. Es entonces posible implementar
técnicas totalmente diferentes, haciendo simulaciones de la demanda, de la aceptacion y del
comportamiento.

2.2.2  La modificacion de los procedimentos

Otros problemas estan ligados a las modificaciones de los procedimentos administrativos e
informaticos, y éstos son aiun mds delicados. Para resolverlos es necesario evolucionar las
aplicaciones informaticas e implementar acciones de formacién y motivacién de los usuarios.
Por el momento no desarrollamos estos aspectos, solamente lamamos la atencién sobre esas
dificultades cuya subevaluacién lleva, la mayor parte de las veces, a un fracaso.

3 Conclusion

Pese a todas las dificultades nletodofégica,s y practicas y a los riesgos de fracaso derivados,
10 afios de consultoria y de realizacién me han permitido poner en evidencia las ventajas
decisivas del credit-scoring. Comparado con otros procedimentos tradicionales, el puntaje
posee tres cualidades fundamentales:

1. La simplicidad: la recoleccién de un nimero minimo de informes permite tomar una
decisiéon rapida.

2. La homogeneidad: la politica de aceptacién es aplicada uniformente en la red.

3. La flexibilidad: la politica de seleccién estd basada sobre bases objetivas. Toda
inflexién puede ser decidida ripidamente midiendo las consecuencias de las nuevas
escogencias.

Aparte de estas ventajas, especificas del método, citamos las principales consecuencias
de un puntaje: ' ‘

1. La disminucién del nuimero de morosos: una seleccién optimizada permite reducir
el volumen de los morosos.

2. La prevision de los morosos: el modelo permite simular con precisién los futuros
no pagadores y por tanto optimizar el cdlculo de las provisiones.

3. La productividad: solamente los expedientes con riesgo son objeto de un examen
cuidadoso. En la mayoria delos casos la decision puede ser delegada y el andlisis
acelerado. )

Para obtener todas estas ventajas, los bancos y los organismos financieros deben ser
conscientes que la implementacion de un puntaje necesita un conjunto de competencias
estadisticas y practicas y que, por consiguiente, se trata de una decisién estratégica cuya
realizacion necesita tiempo e inversion.
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Los problemas de separacion de distintos grupos de objetos u observaciones y de ubi-
cacion de nuevos objetos u observaciones a poblaciones preestablecidas, son a menudo

Enfoque bayesiano del analisis discriminante

José Pastrana Z.*

Resumen

En este articulo se presenta la Inferencia Bayesiana dentro del marco del Anaélisis
de Decisiones, como el tipo de inferencia ideal para asegurar la optimalidad de la regla
de clasificacién de un nuevo individuo o caso a una de varias poblaciones preestablecidas.
En el contexto de la Inferencia Bayesiana, optimalidad consiste en la cualidad que
posee la regla de clasificacién, de minimizar el costo esperado.

En él se argumenta que la regla de clasificacién establecida de tal manera que ma-
ximiza la variabilidad entre poblaciones relativa a la variabilidad dentro de poblaciones
¥ que esta basada en el Andlisis Discriminante, es un caso particular de la regla de
Bayes, siempre que se usen todas las funciones discriminantes, haya igualdad de ma-
trices de covariancias, las poblaciones sean (multi)normales y no haya diferencias entre
los costos de clasificacion errdnea, ni entre las probabilidades previas de pertenencia de
poblacién a poblacién. Bajo otras condiciones (diferentes matrices de covariancia, de-
sigualdad de costos de clasificacién errdnea, etc.), esta regla posee como tinico atributo
éptimo el de separar (discriminar) al méximo las poblaciones, a través de los punta-
jes asignados a cada uno de sus miembros, empleando las funciones discriminantes,
siempre que las matrices de covariancia sean iguales. Cuando la regla separa al maximo
no las poblaciones, sino muestras aleatorias observadas independientemente de cada po-
blacién (asumiendo de nuevo igualdad de matrices de covariancia), se espera que la regla
también separe al méaximo las poblaciones, lo cual sera cierto sobretodo si las muestras
son suficientemente grandes y de verdad las matrices de covariancia son iguales. A este
respecto, la conveniencia en ctuanto a la reduccién de dimensiones del empleo de unas
pocas funciones discriminantes en la regla de clasificacidn, dejando por fuera aquéllas
que son funciones discriminantes marginales, en términos del reducido porcentaje de la
dispersién poblacional que explican, tiene las desventajas de prescindir de informacién
presente en la muestra original (empleo de una menor distancia al clasificar) y de excluir
la posibilidad de que la regla sea 6ptima en el sentido de Bayes.

Introducciéon
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resueltos empleando respectivamente, las técnicas de analisis multivariable conocidas como
Andlisis Discriminante y Clasificacién. Ambas técnicas estin estrechamente relacio-
nadas, porque una o varias funciones (discriminantes) que se empleen para separar varios
grupos de objetos, puede(n) emplearse a su vez, para ubicar nuevos objetos a esos grupos
y también una regla de clasificacién, puede sugerir un procedimiento para separar gru-
pos. El Andlisis Discriminante es una técnica basicamente exploratoria, para investigar
diferencias observadas entre los objetos de grupos preestablecidos, cuando las relaciones
causales no se conocen bien. La Clasificacién es una técnica menos exploratoria que el
Anadlisis Discriminante, porque ésta conduce a reglas bien definidas para ubicar nuevos
objetos a grupos definidos. Comeo parte del Analisis Discriminante, las observaciones
correspondientes a cada objeto son reducidas a puntajes obtenidos mediante la aplicacién
de funciones generadas siguiendo el criterio de separar al maximo los vectores de puntajes
medios o centroides. En esta tarea, se busca utilizar el menor nimero de funciones para asi
reducir la dimensién del espacio de observaciones. Est4 claro que la técnica del Andlisis
Discriminante, no tiene como fin primordial el ubicar nuevos objetos a los grupos separa-
dos mediante las funciones de discriminacién y que su empleo para ese fin, constituye una
fuente de anomalias en cuanto a carencia de atributos éptimos y bajo rendimiento (alta
tasa de clasificacién errénea), por parte de la regla de clasificacién respectiva. En este
articulo se recomienda el empleo del Analisis Discriminante para fines de clasificacion,
exclusivamente en aquellos casos en que rijan condiciones que hacen que la regla de clasi-
ficacién respectiva, sea optima o cuasi-6ptima desde el punto de vista de la minimizacién
del costo esperado de clasificacién errénea ((multi)normalidad de las poblaciones, igualdad
de matrices de covariancia, igualdad de costos de clasificacién errénea e igualdad de proba-
bilidades de pertenencia previa). En cuanto a referencias de estudios aplicados dentro del
animo de esta recomendacién, las siguientes tres referencias, podrian ser utiles: estudio para
establecer la financiabilidad de un proyecto de investigacién sometido a la Vicerrectoria de
Investigacion de la UCR [3]; estudio para ubicar estudiantes potencialmente desertores en
el Centro Regional de la UNED en San Carlos [4] y estudio para evaluar la persistencia
potencial en el pago de primas, por parte de un individuo que desea comprar un seguro de
vida en el INS [6].

La técnica de Clasificacion incluye la aplicacién de un procedimiento o regla, para
ubicar nuevos objetos a grupos preestablecidos. La regla no es derivada arbitrariamente,
sino siguiendo algin criterio de idoneidad. Una buena regla de clasificacién debe incluir la
probabilidad previa P de pertenencia a un grupo pues, en efecto, existe una probabilidad
previa mayor de pertenencia al grupo mds numeroso en comparacién con los grupos mas
pequeiios. Andlogamente, la regla debe incluir el costo C de clasificacion errénea, pues hay
errores de clasificacién mucho mas costoses que otros, como por ejemplo, cuando se compara
el costo de clasificar erréneamefite un enfermo dentro del grupo de pacientes que tienen
SIDA, con el costo de clasificar erréneamente un enfermo dentro del grupo de pacientes que
tienen una enfermedad curable y no contagiosa.
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Dentro del marco de la Inferencia Bayesiana, la reéia de clasificacién responde al
criterio de minimizacién del costo esperado de clasificacién errénea e incluye los costos de
errores de clasificacion y las probabilidades de pertenencia a priori. En situaciones en que
no existe ninguna idea sobre los costos de errores de clasificacion, ni sobre las probabilidades
previas, lo usual es asumir igualdad de costos entre si e igualdad de probabilidades previas
entre si. Claro estd, la solucién obtenida asumiendo igualdad entre costos de clasificacién
errénea y entre probabilidades previas, es solamente una dentro de muchas soluciones que
podrian generarse, asumiendo divérsos escenarios de costo de errores, probabilidades previas
y, cuando proceda, distribuciones alternativas de las variables.

La regla de Bayes, que es discutida en la préxima seccion de Desarrollo tedrico,
también incluye las funciones de densidad o probabilidad f; de cada grupo o poblacion.
Ante el desconocimiento de esas funciones, lo que procede es estimarlas mediante pruebas
de bondad de ajuste. La regla de Bayes no requiere ninguna forma especifica de las funciones
de densidad o probabilidad. En particular, la mayoria de las funciones podrian ser funciones
de probabilidad correspondientes a variables categéricas, medidas a escala nominal, sin que
ese hecho repercuta en la cualidad éptima de la regla. Como es légico, las estimaciones
de funciones de densidad o probabilidad y de parametros que se empleen dentro de la
regla de Bayes, deben ser establecidas con base en muestras representativas observadas
suficientemente grandes (tanto como el grado de asimetria del grupo lo demande).

2 Desarrollo tedrico

El marco natural para analizar el problema de clasificacion de un nuevo sujeto a una de
varias poblaciones Z,,Z3,...,Z,; es el de decisiones niﬁ]tiples [1]. Emn efecto, existen g
decisiones posibles, Dy, D3,..., Dy, en donde D; consiste en la decisién de ubicar un nuevo
individuo en la poblacién Z;, 1 = 1,2,...,¢. Las probabilidades previas P de pertenencia
a las poblaciones Zi, Z2,...,Z, vienen dadas respectivamente por Py, P3,..., F,. El costo
de clasificar un nuevo individuo en la i—ésima poblacién, esto es, de optar por la decisién
D;, cuando él realmente pertenece a la j-ésima poblacién, viene dado por C(i/j), para todo
i,7=1,2,...,9. Note que C(i/7) = 0si i = j, pues en tal caso no hay error de clasificacién,
mientras que C(i/7) > 0, para 1 # j.

El marco de decisiones miiltiples es realmente el marco de la metodologia llamada
Anadlisis de Decisiones. Los autores Pastrana, Gold y Swartzel (1992), han descrito
la naturaleza de un problema de Anadlisis de Decisiones, en términos de los elementos
que debe tener ﬁresent.es. En un problema de Clasificacién todos los elementos citados
por esos autores estdn presentes, a saber: sistema subyacente con respecto al cual se desea
adoptar una decisién; un conjunto de posibles decisiones D; un conjunto de consecuencias
que son resumidas en la funcién de costo C; una funcién de valor (la funcién identidad)
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que asigna un grado de deseabilidad relativa V a cada consecuencia C (en nuestro caso,
V = C); una distribucién de probabilidad sobre V y, por lo tanto, sobre C que corresponde
a la distribucion de probabilidades previas P (cuando no hay casos observados) o a la dis-
tribucién de probabilidades de pertenencia a posteriori, P/z {(cuando hay una matriz de
datos z observada).

Dados los elementos mencionados en el parrafo anterior, del problema de Clasificacién,
enfocado dentro del marco del Andlisis de Decisiones con reglas de inferencia !
pondientes a la Inferencia Bayesiana, la regla de Bayes establece que la decisién D debe ser

corres-

aquélla que minimice el costo esperado. En otras palabras, asignese el nuevo elemento a la
poblacién Zg, ken {1,2,..., g}, siempre que:

ACKMA+ .+ Pa Ok = D feor + Pepn C(k/k + D fiorr + ...+ P,C(k/g)fy

sea minima sobre todas las sumas de productos similares correspondientes a cada una de
las otras poblaciones {2] Para el caso de igualdad entre costos, esta regla se reduce a asignar
el nuevo elemento a la poblacién Z; si el producto Py - fi es miaximo sobre todos los demds

productos similares para cada una de las otras poblaciones.

3 Recomendaciones

Ademads de la recomendacidén presentada en la Introduceién, en el sentido de cuando es
mas seguro emplear las funciones discriminantes con fines clasificatorios, a continuacién
se sugiere una serie de pasos para resolver un problema de clasificacién aplicando lo mas
fielmemente posible, la regla de Bayes de minimizacién del costo esperado de clasificacién
errénea:

1. Efectie un estudio de las distribuciones marginales y conjuntas de las variables. Ob-
. tenga distribuciones acumulativas empiricas e incluya pruebas de bondad de ajuste,
segun corresponda. Ademas, efectiie transformacion de variables conforme se consi-

dere necesario.

2. Establezca un escenario inicial realista de probabilidades de pertenencia previas v de
costos de clasificacion errdnea. Este escenario podria ser uno de igualdad entre costos
e igualdad entre probabilidades de pertenencia previas.

3. Aplique la regla de Bayes presentada en la seccién de Desarrolle tedrico, para ubicar
nuevos individuos a las diversas poblaciones.

4. Establezca otros escenarios de probabilidades previas v costos de clasificacidn errénca
y aplique la regla de Bayes para clasificar los individuos correspondientes.

!Proceso inductivo mediante el cual se genecraliza de los casos individuales (muestra), a la poblacién
correspondiente.
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5.

a)

b)

Determine la sensibilidad de la clasificaciéon de los nuevos casos a los cambios en
probabilidades previas y costos de los errores de clasificacién. Aqui conviene evaluar
el rendimiento de la regla de Bayes mediante la consideracién de indices de clasificacién

riesgosa 2.

Escoja la clasificacién de nuevos casos correspondiente al escenario de probabilidades
previas y costos de errores que, en su opinién, mejor refleja la realidad. Note que
los pasos 4 y 5 permiten evaluar el riesgo de estar errado en la percepcién de las
probabilidades previas y costos de clasificacion errénea que se consideran realistas.

Si se desea emplear las funciones discriminantes con fines de clasificacion de nuevos casos,
de tal manera que la regla correspondiente se comporte de manera similar a la regla de Bayes
cuando hay igualdad entre costos de clasificacién errénea e igualdad entre probabilidades
de pertenencia previas, entonces se recomienda seguir los siguientes pasos:

Transforme las variables para inducir (multi)normalidad e igualdad de matrices de
covariancia.
Pruebe la hipétesis de igualdad de matrices de covariancia. El rechazo de la hipétesis

debe conducir al ejercicio de gran cautela en la aplicacién de la regla de clasificacién,
por ejemplo, la efectividad de la regla debe evaluarse a posteriori mediante el cdlculo
de la tasa de clasificacién errénea.

Pruebe la hipdtesis de igualdad de medias poblacionales. Si la hiptesis es mantenida,
cuando hay igualdad de matrices de covariancia, entonces no tiene sentido proseguir
con la clasificacion; los nuevos casos pueden asignarse a cualquier poblacién.

Aplique la regla correspondiente y evalie el desempeiio de la misma, mediante del
calculo de la tasa de clasificacién errénea.
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Presentacién de las Redes Neuronales:
Aplicaciones al Analisis de Datos

Javier .Trejos Zelaya®

Resumen

Presentamos las principales nociones que giran alrededor de: las redes neuronales:
neuronas formales, pesos sindpticos, leyes de aprendizaje, tipos de redes.
Enseguida presentamos en detalle Jas redes multicapas con aprendizaje supervisado, ba-
sadas en la retropropagacion del gradiente. También se presentan las redes de Kohonen
y de Hopfield y otros modelos vecinos.
En todo el articulo se mencionan aplicaciones de las redes neuronales al Analisis de Da-
tos: clasificacion, discriminacion, anilisis en componentes principales, regresion lineal,
ete.

Palabras clave: retropropagacion del gradiente, aprendizaje competitivo, discrimi-
nacion. clasificacion, andlisis en componentes principales, regresién lineal.

1 Introduccion

Las redes neuronales constituyen uno de los temas de investigacion més populares actual-
mente, que se encuentra en el cruce de caminos entre las Matematicas, la Computacién, la
Ingenieria, la Biologia, las Ciencias Cognoscitivas, la Fisica y otras ciencias.

Basados en investigaciones en Neurobiologia. se han propuesto modelos de fisicos que
simulan el funcionamiento de las neuronas del cerebro humano. Los distintos enfoques
asumidos. han conducido a la formulacién de varios modelos.

Existen tammbién redes neuronales que sélo han utilizado las neuronas formales como
un instrumento de cdlculo, sin referencia a ningin modelo biolégico propiamente dicho,
sino simplemente por su utilidad. A partir de alli, se han planteado varios tipos de redes
neuronales. ; ;

Lo importante, desde €l punto de vista de las Matemdticas Aplicadas, es que las redes
neuronales sirven para resolver problemas concretos. En este sentido, el analista de datos
y el estadistico encontrardn que este campo de investigacién es muy fecundo. Y el usuario
del Analisis de Datos y la Estadistica, ya sea en Medicina, en Economia; en las Ciencias
Sociales, en Agronomia u otras disciplinas, encontrard herramientas muy iitiles y eficaces.

*Escuela de Matemadtica, Universidad de Costa Rica

BLT,
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Las redes neuronales (también llamadas modelos conexionistas o de Inteligencia Artifi-
cial de bajo nivel) presentan una ventaja fundamental respecto a los modelos clasicos: el
paralelismo. Por su estructura misma, las redes neuronales son paralelas. En vista de que
las computadoras tienden a ser capaces de hacer grandes cdlculos en paralelo, a corto plazo
esta ventaja se verd plasmada en términos de economia de tiempo.

El nimero de congresos y de revistas internacionales especializadas, en este campo,
son cada vez mas numerosos. Esto muestra el interés y la actualidad de este tema de
investigacion.

2 Las Redes Neuronales

Una red de neuronas formales o, mas simplemente, una red neuronal es un grafo orientado
cuyos nodos son llamados neuronas formales, y cuyas aristas ponderadas son llamadas
sinapsis. >

La idea inspiradora es la teoria neurobioldgica del cerebro humano [6, 7, 9, 28]; asi, una
red neuronal simulard el funcionamiento de éste, en el sentido que:

e habrd un gran nimero de neuronas formales que van a recibir informacién y a hacer

calculos;
e habrd un gran nimero de interconexiones entre las neuronas.

Debe notarse que, como en el cerebro, muchos de esos cdlculos podrian hacerse si-
multineamente. Por lo tanto, las redes neuronales seran muy ttiles cuando se disponga
de una computadora capaz de hacer calculos en paralelo.

Una neurona formal, o mas simplemente, una neurona, es una unidad de cilculo (deno-
tada neurona j) que recibe n entradas z,, ..., z, por medio de n sinapsis o arcos ponderados
por ciertos pesos sindpticos (o simplemente pesos) wj,...,wj,. La neurona aplica una
funcién h(z,,...,Zn), que generalmente es del tipo suma ponderada mas un parimetro de
control:

n
hzyy.. ., 20) = 05.= ijixe +6;

=1

donde 6; es el pardmetro de control de la neurona j. Sin embargo, h también podria
ser una funciéon booleana, polinomial, etc. Sobre A(zy,...,z,) se aplica una funcion de
transferencia real f, cuya accion denotamos f(o;), que determina el estado de la neurona.
Esta funcion es generalmente una funcién caracteristica, escalera, sigmoide o estocastica.
Cuando los estados de la neurona son 0 6 1, se dice que la neurona esta inhibida o ezcitada,
respectivamente.

La salida de la neurona es dada por una funcion de salida g, que se aplica sobre f y
que va a actuar sobre otras neuronas de la red. Denotaremos s; = g( f(o;)) la salida de la
neurona j.

Las definiciones y conceptos anteriores son ilustrados en la figura 1.
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Figura 1: Representacion de una neurona formal

El estado de una red neuronal esta dado por el conjunto de los pesos sinapticos y el

conjunto de los estados de las neuronas.
La arquitectura o estructura del grafo que define a una red neuronales es lo que determina

la estructura de la red. Las estructuras mas usadas son:
a) red totalmente conectada (figura 2.a)
b) red con dos capas (figura 2.b)
c) red multicapas o red con mas de dos capas (figura 2.c)

Cada capa es un conjunto de neuronas que pueden ser conectadas o no entre ellas. En
el caso de una red multicapas, las capas intermedias, es decir, todas, excepto la primera y
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(a) Red totalmente conectada {b) Red con dos capas (¢) Red multicapas
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Figura Z: Tipos de estructuras de redes de neuronas

Depeundiendo de la aplicacion que se estudie, se escogera la estructura de la red y la
dindmica de las coneriones, es decir. la forma céomo cambian los pesos sindpticos en el
tiempo conforme se introduce la inforimacion. Asi, se puede definir una forma de uprendizaje
que determina la modificacion de los pesos. :

Las dos formas de aprendizaje mas usadas estdn inspiradas en la neurobiologia y son:

o La ley de Hebb [10], que propone que cnando dos neuronas estdn excitadas al
mismo tiempo. hay que modificar los pesos sindpticos para reforzar esta excitacion
simultanea. Por ejemplo. si w;, () (resp. wj;(t + 1)) denota el peso sinaptico entre
la neurona ¢ y la neurona j en el tiempo f (resp. f+ 1) y si s; y s; son las salidas

respectivas de las neuronas ¢ v j con s;.s, € {0.1} entonces:

ﬁ
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wii(t 4+ 1) = wji(t) + pss;
donde u > 0.

e Laley de Widrow-Hoff {31] 0 regla delta, propone que la modificacién de los pesos
sindapticos debe ser proporcional al error entre la salida deseada y la salida obtenida,
asi como a los valores de las entradas: '

d(error)
At + 1) = wiilt el N S
wji(t + 1) ""‘-"J!( )+ 7 (i) T;
donde n > 0, error = 1/2 (salida deseada - salida obtenida)? y @ denota la derivada
parcial. Debe notarse que esta ley es aplicable cuanido se dispone de un conjunto de
salidas deseadas para cada patrén de entrada (en las neuronas de la capa de salida
en una estructura multicapas), como es el caso en discriminacién o reconocimiento de

patrones.

El resio de esta exposicién la dividiremos en dos partes. Primero estudiaremos las redes
neuronales que usan leyes de aprendizaje supervisado, como la regla delta, por ser las redes
mds estudiadas hasta ahora gracias a los trabajos sobre retropropagacion del gradiente.
Luego se presentarin otros modelos de redes, como los de Kohonen y Hopfield, pioneros
en el estudio de las redes neuronales. Estos modelos nos permitirdn introducir algunas
redes empleadas por diversos autores para abordar problemas de Andlisis de Datos, como
la determinacion de componentes principales, la clasificacién automatica de objetos vy la

discriminacién.

3 Redes con aprendizaje supervisado

Una red neuronal que usa un tipo de aprendizaje supervisado es una red con dos o mds capas,
en la que para cada ejemplo! de entrada, se dispone de una salida deseada. Por tanto, se
puede comparar el resultado obtenido en la salida de la 1ltima capa con el resultado deseado
¥ asi modificar de manera conveniente los pesos sindpticos.

Este tipo de situaciones se encuentran frecuentemente en discriminacién: la pertenencia
de los individuos {por ejemplo, enfermos) a ciertas clases (por ejemplo, enfermedades) de
acuerdo a lo observado en ciertas variables (por ejemplo, sintomas). Pero también es una
situacion tipica del reconocimiento de patrones: reconocimiento de voz, de caracteres. de
trazos, de imagenes,

Estas redes neuronales se usan frecuentemente para fijar los pesos sindpticos sobre un
conjunto de aprendizaje, v luego hacer la prediccién sobre los otros elementos de la po-
blacion. s el caso tipico del diagndstico médico o de la previsidn meteorolégica.

Si la red tiene sélo dos capas, se utiliza generalmente la regla de aprendizaje de Widrow-
Hoff. Si tiene mads capas. se utiliza la retropropagacién del gradiente gue veremos en la

seccion 3.2

'También Hamado unidad estadistica, individuo, patrén. objeto observado. estimulo, etc. segin diferentes
terminologias en distintas dreas de aplicacidn.
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3.1 EIl Perceptron

El Perceptron [26] fue el primer modelo del tipo red neuronal, tal como las conocemos hoy
en dia. Su objetivo era el de aprender a diferenciar figuras presentadas en dimensién 2
{por ejemplo letras). El principio del Perceptron fue extendido a la regla de aprendizaje de
Widrow-Hoff, proponiéndose el modelo Adaline [31].

El modelo del Perceptron-Adaline consiste en:

e una retina (jue recibe los datos y que estd ligada a la primera capa mediante pesos
fijos:

e una primera capa, llamada capa de asociacion, con pesos wj; que la ligan a la capa de
salida;

e una capa de salida, que da el estado obtenido para cada ejemplo;
e una -regla de aprendizaje del tipo regla delta:
wji(t + 1) = w;i(t) + nld; — s5)

donde d; y s; son respectivamente la salida deseada y la salida obtenida para la
neurona j v 1 > 0;

e no hay conexiones al interior de una capa y las conexiones estdn orientadas de una
capa a la siguiente (ver figura 3).

@)

L0 O
O

WRE BN

Figura 3: Modelo del Perceptron

Realmente, el Perceptron es un discriminador lineal que converge hacia la solucién del
problema solamente si ésta existe, es decir, si existe un conjunto de pesos que pueden
discriminar linealmente entre los elementos de un conjunto dado.

En 1969, Minsky & Papert [19] estudiaron las limitaciones del Perceptron. Desde en-
tonces, varios autores han abordado este problema [6, 21, 23, 28], especialmente usando
el ejemplo del XOR (llamado también “o exclusivo”). La principal conclusiéon obtenida es
que el Perceptron tiene muchas limitaciones para representar el conocimiento, lo que se
traduce en el hecho que cuando no hay un hiperplano de separacién el Perceptron no puede
encontrar otro hipervolumen capaz de llevar a cabo esta separacion.

Para paliar esta deficiencia, las redes multicapas y el aprendizaje por retropropagacion
del gradiente [16, 21, 28] han sido propuestos de manera alternativa.
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3.2 Redes multicapas y la retropropagacion del gradiente

Las redes multicapas necesitan de un algoritmo adaptado para el aprendizaje de los pesos
sindpticos. Es decir, con la regla delta, sélo los pesos entre la peniltima y la dltima capa son
modificados. Por ello, la regla delta generalizada o ley de retropropagacién del gradiente
fue propuesta por Le Cun [16] y poco tiempo después, pero de manera independiente,
por Rumelhart y su equipo PDP [28]. Para ser operacional, necesita que la funcién de
transferencia en cada neurona sea continua: por ello se usan las funciones sigmoides que
dan una aproximacién continua y diferenciable de las funciones caracteristicas (ver figura
4).

Figura 4: Ejemplo de funcién sigmoide

Se dispone de una red multicapas, cuya neurona j tiene por funcién de transferencia
una funcién sigmoide:
n
85 = fQ_wjizi + ;)
=1
1
Los pesos sinapticos ligan una capa con la siguiente y no hay interconexiones al interior
de una misma capa. Cada neurona recibe la entrada de las neuronas de la capa precedente
y transmite su salida a las neuronas de la capa siguiente.
Durante la presentacion de un ejemplo en el instante ¢, la senal pasa de una capa a la
siguiente hacia adelante. El error es calculado en la capa de salida: si d; es el resultado
deseado para la neurona j y s; el obtenido, el error es entonces:

E, =1/2 Z(dj - 3;)%.
J

donde zy....,z, son las n entradas. Por ejemplo, se puede usar f(z) =

Efectuando una aproximacion del descenso del gradiente respecto a los pesos, se obtiene
que la ley de aprendizaje para los pesos sindpticos es:

Wil + L= wii(t) + nojz;

donde w;; representa el peso de la neurona ¢ hacia la neurona j.

Si j pertenece a la capa de sdlida. entonces

b= {dj==s; j_f’(aj-}
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y si no,

6; = f'(aj) Y brwnj
e

n
donde o; = Zw_i.-x; + 8; y k varia entre las neuronas de la capa que sigue. Se ve entonces
=1
que el aprendizaje se hace hacia atrds: la modificacion de los pesos de las capas intermedias

toma en cuenta las modificaciones de los pesos de las capas posteriores, hecho simbolizado

por el término Y dwk;.

DEMOSTRACION: Se propone que el cambio de cada peso, durante la presentacién del
. E,

ejemplo t. Awj;, sea proporcional a ———, donde E; = 1/25".(d; — 8.

Owji’
aEt - 9F, .60'_,- y como g; = ) ;wj;z; + 0; (donde z; puede ser una entrada
Ow; do; dw

de la red si ¢ esta. en la pnmera. capa, o bien la salida de una neurona de la caga anterior si

Escribiendo

o; E;
¢ estd en alguna capa posterior), entonces 5= iy si denotamos §; = s entonces
Wi a;
0E; _ g
Owji 2 e
Por tanto Awj; = né;zi, con n € R*.
OF OF; 0z ; dz;
Ahora bien, si escribimos §; = — = - =224 o] segundo término es —2 = f' (o;) pues

" dg; 9z, do;
J no es una neurona de la primera capa y z; = sJ flo;).
Se pueden presentar dos casos para la neurona j: que esté en la iltima capa o en una capa

escondida.

do;

i) ler. caso: j estd en la capa de salida:

E,
=s;y g —[1/2):(d,.,—s,,) ] = s; — d;

lo que implica é; = —%J‘ %f'(ﬂj) = (d; —s;)f'(0;).

ii) 20 caso: j esta en una capa escondida:

: 3 dog
sean los o) asociados a las neuronas de la capa que sigue, entonces — = wy; ¥

= ds;
podemos escribir:

B B pablicln. il
=5 === 2
k

dz; s, doi  9s;

donde k varia entre las neuronas de la capa siguiente.
Asi §; = f'(0j) Tg bxwi;-

Se obtiene entonces el resultado anunciado. O
Esta férmula de aprendizaje permite calcular los pesos sinapticos de atras hacia adelante,
v provee un descenso del gradiente. Evidentemente, es posible que el método converja hacia

un minimo local.
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En general, la aplicacién del algoritmo de retropropagacién del gradiente necesita un
gran nimero de pasos sobre el conjunto de los individuos o ejemplos. Sin embargo, debido a
las representaciones internas creadas por las capas intermedias, el algoritmo permite resolver
satisfactoriamente varios problemas de discriminacién [6, 16, 21, 23, 25, 28, 29]. En efecto.
en muchos casos las capas intermedias tienen interpretaciones interesantes y permiten hacer
discriminaciones cuadraticas, cibicas. etc.

Por el momento, ain no hay una teoria definitiva que permita escoger a prior: una
arquitectura apropiada para cada caso a tratar; son mas bien la heuristica y la experiencia
las que dan una idea de la escogencia del nimero de capas y del nimero de neuronas en
cada capa. Sin embargo, puede consultarse el articulo de Yves Lechevallier en estas mismas
Memorias, sobre la construccion de una red neuronal utilizando la segmentacion. ]

3.3 Aplicaciones
a) Analisis en Componentes Principales

Muller y Radoui [20] propusieron una red con tres capas para calcular las componentes prin-
cipales de una tabla de datos de n individuos y p variables, utilizando la retropropagacion
del gradiente.

La tabla de datos puede ser considerada como una nube de n puntos en el espacio
euclidiano de dimensién p, provisto de un producto escalar o métrica M, y tal que los
individuos estan equiponderados. El \nalisis en Componentes Principales (A.C.P.) consiste
en buscar un espacio de dimension ¢ (¢ < p) que reconstruya lo mejor posible la configuracion
de la nube inicial. Se sabe que la solucion de este problema esta dada por el espacio generado
por ¢ vectores propios vy,...,v, (llamados vectores principales) asociados a los primeros ¢
valores propios de VM, donde V es la matriz de varianzas-covarianzas de las p variables.

La red de tres capas propuesta para resolver este problema tendrd p neuronas en las
capas de entrada y de salida y ¢ neuronas en la capa escondida.

Las neuronas de la capa de entrada reciben las lineas z; de la tabla de datos, y la salida
deseada sera z; mismo. Es decir, queremos verificar si los vectores principales reconstruyen
efectivamente la nube de puntos.

Los pesos sinapticos entre la capa de entrada v la _capa escondida seran combinaciones
lineales de las coordenadas de los ¢ primeros vectores principales.

b) Discriminacion

El problema de la discriminacién puede ser presentado como el de encontrar criterios o
reglas para decidir si un individuo medido por un conjunto de variables, pertenece o no a
alguna de las clases de la poblacion dadas a priori.

Es claro que se pueden idear algoritmos basados en el aprendlzaJe superv:qado para
tratar los problemas de discriminacion. Las neuronas de la capa de salida representarian las
clases que se quieren discriminar’y tendrdn valor 0 6 1. Varias aplicaciones [5, 20. 21. 23. 25]
de soluciones a problemas de discriminacion lineal (usando un modelo similar al Perceptron)
o no lineal, han sido propuestas.
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c) Regresién lineal S

Se puede ver una gran analogfa entre el aprendizaje supervisado usando la regla de Widrow-
Hoff y la regresion lineal miltiple (contribucién de S.Stone en [28]).

En la regresién lineal miltiple se quiere prever una variable cuantitativa y por un con-
junto de variables cuantitativas z!,..., 2% en IR". Para ello, se quiere encontrar un conjunto
de coeficientes b = (by,...,b,)" tal que jx = b'z; donde § minimiza

ly—alI* = Z(yk — k)’

Se sabe que el estimador de minimos cuadrados de b est4 dado por b = (X'X)~ ' X'y,
donde los z' son las columnas de X.
Tomemos:

o el valor de la variable a explicar y; como el valor deseado dj asociado a un ejemplo k;

‘e los valores alcanzados para un ejemplo k sobre las variables explicativas z},...,z}

como las entradas de una red neuronal;
e los coeficientes b = (wj1,...,wjn)’ como los pesos sinapticos;
e la funcion de transferencia f como la identidad.

Si denotamos W (t) la matriz que contiene los pesos cuya entrada (7,1) es wj;, y si se usa
la regla de aprendizaje de Widrow-Hoff, se prueba [28] que W/(t) converge efectivamente
hacia el estimador b, es decir,

lim W( t)=b=(XTx)"1xTy

t—o00

si las variables 27 son linealmente independientes.

d) Mercadeo

En una compania de venta por correspondencia, se dispone de una tipologia de 400 indivi-
duos o clientes, y de una tabla de datos que contiene las caracteristicas de estos clientes asi
como las compras que han efectuado en la compaiiia.

Con el fin de identificar diferentes comportamientos de consumo, se proponen tres tipos
de redes neuronales [29] con fines de discriminacién. Se trata de redes con dos capas que
usan la ley de Widrow-Hoff y como funcién f de transferencia una funcién caracteristica.
Los estados de las neuronas de salida son 1 6 0, segiin el mdnuduo pertenezca o no a la
clase de la tipologia representada, por la neurona.

i) Primer caso: se quiere identificar un tipo de cliente.

e entrada: una neurona por caracteristica de compra (139)

¢ salida: una neurona por clase (10)

il) Segundo caso: se quieren identificar los comportamientes asociados a clientes existentes.
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e entrada: una neurona por caracteristica de compra (139)

e salida: una neurona por individuo (400)

iii) Tercer caso: se quiere determinar el posible comportamiento de compra de un nuevo
cliente.

¢ entrada: una neurona por caracteristica (85)

e salida: una neurona por comportamiento de compra(47).

e) Otros modelos

Fukushima [8] propuso un modelo, el Neocognitron, que consiste en varias capas con distin-
tas funciones. Es un modelo que ha tenido mucho éxito-en el reconocimiento de imagenes
por sus cualidades de representacién del conocimiento en las capas intermedias.

Pao [23] propone implementar, sobre una red multicapas, un funcional que amplie la
representacion inicial de la informacién. La nueva representacién sera en un espacio de
dimensién mayor y no sélo las combinaciones lineales entre las salidas de las neuronas seran
permitidas, sino también las multiplicaciones. las funciones trigonométricas, logaritmicas.
exponenciales u otras. El autor ha obtenido resultados promisorios pero ain no es posible
decidir a priori el modelo funcional ideal para cada caso a tratar.

4 Otros tipos de redes neuronales

Hay muchos otros tipos de redes neuronales que han sido estudiados, entre los que destacan
los modelos de Kohonen, de Hopfield y de aprendizaje competitivo. Nuestro mayor interés
sera el de presentar aquellos que conduzcan a aplicaciones en el Andlisis de Datos, espe-
cialmente en el calculo de componentes principales, en la determinacién de clases para una
clasificacién automaética o en discriminacion.

4.1 El modelo de Kohonen

Basado en observaciones neurobioldgicas, las redes propuestas por Kohonen [14] tienen las
innovaciones siguientes:

e se introduce un término de olvido en la ley de aprendizaje;
e hay conexion lateral entre neuronas de una misma capa;

e hay inhibicién lateral del tipo “sombrero mexicano”, es decir, las neuronas mas exci-
tadas por otra neurona son aquéllas que le son mas cercanas, mientras que las mas
lejanas son inhibidas.

Asi la ley de aprendizaje es:
wji(t + 1) = wj,-(t) + asjz; — ﬂ(s;)wj,'(t)

donde a > 0, 3(s;) > 0 es el término de olvido y s; = f(3_,;w;iz;) es el estado de la neurona
j. siendo f una funcién sigmoide.
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El modelo de Kohonen ha sido utilizado con éxito para dar soluciones practicas al
problema del viajero de comercio. Asimismo, ha sido utilizado para resolver problemas
que admiten un “mapa topologico” del problema (representado por las conexiones entre las

neuronas).

a) Aplicacion a la clasificaciéon

Este modelo consiste en escoger la neurona que tenga la respuesta mas fuerte, ante la
presencia de un estimulo. Dados los z; que forman el vector z, se procede como sigue:

1) encontrar ¢ tal que ||z — w|| = minj=1, .. ||z — w;| donde w; = (wj1,...,wjn)T son
los pesos de las neuronas que se conectan hacia la neurona j;

2) calcular el vecindario V, alrededor de ctal que: si jeV, = s;=1
g Jg€YV. = 350

3) actualizar los pesos: wji(t + 1) = wji(t) + k(t)[zi — wji(1)]
donde k(t) #0site V. y k(t)=0sii g V..

Este procedimiento permite localizar la neurona adecuada a cada entrada y refuerza
esta adecuacién. En el sentido en que el sistema escoge la neurona que responde mas fuerte,
este modelo puede ser visto como un clasificador automatico.

b) Aplicacién a la discriminacién

Una idea similar puede ser usada en discriminacién. Sobre el conjunto de aprendizaje, hacer
lo siguiente:

1) representar la clase C; por un nimero de neuronas proporcional a la probabilidad a
priori de esta clase; ~

2) inicializar los pesos con los primeros ejemplos: w; = z si z € Cj;
3) presentar el ejemplo z y escoger C tal que:

e = | = min flo; = ol

4) actualizar los pesos mediante el aprendizaje siguiente:

—sid € Ciwe(t+ 1) = welt) + k(t)[e = we(t))
- six @ C:welt+ 1) =we(t) — k(t)[z — we(t)]
' — sttt # Crw(t+ 1) = wilt)

donde k{t) > 0 y k decrece conforme ¢ crece.

Puede verse que se trata de un caso de aprendizaje supervisado, pero distinto a los
modelos presentados en la seccién 2.

ﬁ
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¢) Calculo de componentes principales

Oja [22] propuso una red del tipo de Kohonen para el calculo de vecteres propios de una
matriz de correlaciones. Al sistema se introducen vectores que representan los valores que
toma una variable cuantitativa sobre los individuos, v se considera la ley de aprendizaje

wji(t + 1) = wjs(t) + 10()[2:(t) = n(t)w;i(t)

con ¥ > 0, cuyo término de olvido es n{t)w;;(t). Se demuestra [22] que los pesos sindpticos
convergen, cuando ¢ crece, al primer vector propio de la matriz de correlaciones.

Basado en las ideas de Oja y en el algoritmo de aproximacién estocdstica [3, 15] para
el calculo de los elementos principales de un ACP o un Anélisis de Correspondencias, Lelu
[17] propuso un algoritmo que permite calcular todas las componentes principales.

El algoritmo de aproximacion estocdstica consiste en dar una férmula de actualizacion
de los elementos principales ante la presentacion de un nuevo individuo. Por tanto, permite
el célculo de los elementos principales conforme entran.los individuos, lo que hace posible
la realizacién de un ACP de una poblacién muy grande pues no es necesario almacenar
ninguna tabla de datos en memoria central, Se demuestra [15] que la sucesién dada por la
féormula de actualizacidén converge al primer vector propio de la matriz a diagonalizar.

El algoritmo neuronal de Lelu usa por ley de aprendizaje:

wii(t + 1) = wi()+ )Y wirze)zi(t) — zilthwji(t)/||m]?]
p

donde ||m/| es la norma deseada para los pesos wj;.

El autor propone ademas un método para simular el proceso de ortogonalizaciéon de
Gram-Schmidt con el fin de poder calcular otros vectores principales, ademas del primero.
Las razones que da Lelu para explicar por qué este algoritmo converge no son muy claras. Sin
embargo, su método tiene el mérito de poder extenderse al calculo de semi-ejes principales,
de ejes oblicuos y de clases similares a las que da el método de nubes dinamicas. Finalmente,
esta red neuronal es generalizable al caso de variables continuas que varian con el tiempo
[27]. Una curiosidad de este modelo es que se pueden crear o eliminar neuronas conforme
se avanza en el algoritmo.

4.2 EIl modelo de Hopfield

Hopfield, un reconocido fisico, propuso [12] una red neuronal original y que di6 una segunda
vida a la investigacion en este campo, luego de que Minsky y Papert pusieran al descubierto
las debilidades del Perceptron.

La red de Hopfield es una red totalmente conectada y los estados de las neuronas pueden
ser 0 6 1. Si s;(t) denota el estado de la neurona i en el tiempo ¢, sea o; = 3 ; w;i s;(t)la
entrada total a la neurona j, donde wj; representa el peso sinaptico entre ¢ y j. Entonces
el nuevo estado de la neurona serd s;(t+ 1) = (1) S% g

: st o <T
donde 7 es un umbral fijado.

El tiempo para realizar los cambios de estado de las neuronas, puede ser aleatorio o
a intervalos regulares. Ademads, las neuronas pueden cambiar de estado simultdneamente,
secuencialmente o mediante una escogencia al azar.




PRESENTACION DE LAS REDES NEURONALES 129

Este modelo es titil para memorizar un conjunto de estados o prototipos; es decir, estados
estables del sistema que tengan un papel de atraccion sobre los otros estados. Asi, ante la
presentacién de m prototipos, el peso w;; es recalculado de tal forma que:

m
wii = 3 _(2zi(k) — 1)(2a;(k) — 1)
k=1
donde z;(k) es el valor que toma el k-ésimo prototipo en la neurona j.

Puede verse que esta ley de aprendizaje es del tipo de Hebb vy no depende de los pesos
en el tiempo anterior.

Gracias a una modelizacién fisica [6], se ha estimado que el nimero de prototipos que
puede memorizar una red de n neuronas es m ~ (0.14)n. :

El modelo de Hopfield permite realizar memorias auto-asociativas: una entrada ligera-
mente modificada o incompleta converge en general al estado estable esperado. Los prin-
cipales defectos de este tipo de red son que puede encontrar estados parasitos (que no son
ninguno de los prototipos esperados) y que en ocasiones cae en un “olvido catastréfico™:
si se trata de memorizar mas estados que la proporcion arriba indicada, el sistema puede
olvidar todos los estados estables.

a) Optimizacion de una forma cuadratica

El modelo de red neuronal de Hopfield ha sido utilizado para optimizar una funcién que se
pueda describir mediante una forma cuadratica.
Si se introduce la funcién de energia H tal que para todo estado z = (z1,...,2,)!,

Hiz)= —1/222%1‘%-&‘{
ey

se demuestra que H es decreciente [6] siguiendo la regla de evolucién antes descrita. Por lo
tanto, todos los estados estables de la red son minimos locales de H. Ahora bien, la funcién
de energia arriba definida es una forma cuadratica. Asi, si en un sistema parametrado por n
variables binarias de estado se define una funcién de costo H que sea una forma cuadratica
simétrica. entonces la minimizacion de H puede resolverse mediante una red de Hopfield.
Para ello basta construir una red cuyos pesos sinapticos w;; sean los coeficientes de la forma
cuadratica H. ;

Puede verse que la solucion al problema puede hacerse mediante un algoritmo totalmente
paralelo. La convergencia hacia un minimo global puede hacerse con la implementacién del
método del sobrecalentamiento simulado, del que hablaremos enseguida.

Varios problemas de gran complejidad han sido tratados de esta forma (por ejemplo, el
problema del viajero de comercio), obteniendo resultados satisfactorios.

El sobrecalentamiento simulado

La técnica del sobrecalentamiento simulado, es usada para definir la Maquina de Boltzmann,
un tipo de red neuronal que veremos a continuacién. Esta técnica fue propuesta en 1983 por
Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [13] con el fin de calcular el 6ptimo global de un problema de
optimizacién combinatoria. Esta basado en una analogia con la termodinamica: el método

I ————
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de sobrecalentamiento (annealing en inglés o recuit en francés), en metalurgia, consiste en
aumentar fuertemente la temperatura de un cristal y hacerla decrecer poco a poco, con el
fin de obtener un cristal muy puro (es decir, muy estable).

Desde el punto de vista de la minimizacién de una funcién real f, la analogla consiste en
introducir un pardmetro T' que juegue el papel de la temperatura. Entonces, en vez de sélo
aceptar nuevas soluciones que hagan disminuir f (como en el caso del descenso del gradiente
clésico), se permitirdn algunos aumentos de f, con una probabilidad que dependera de T
entre mayor sea T’ mds aumentos de f serdn aceptados, conforme T decrezca, estos aumentos
seran cada vez mds raros. Esto hard posible que, si el estado inicial zg estaba en un “valle”
definido por un minimo local z;, se podra subir la “colina” para, eventualmente, caer en el
“valle” que define el minimo global z* (ver figura 5)

o Ty T

Figura 5: Minimizacién mediante el sobrecalentamiento simulado

Se ha demostrado [1] que, asintéticamente, el sobrecalentamiento simulado converge a
un 6ptimo global de la funcién a optimizar. Tal demostracion se basa en la teoria de las
cadenas de Markov, homogéneas y no homogéneas.

Esta técnica de optimizacion permite entonces mejorar la dindmica de las conexiones de
una red de Hopfield, pues con ello se evitan los minimos locales.

b) La maquina de Boltzmann

La méquina de Boltzmann consiste en una implementacion particular de las redes de Hop-
field, usando el sobrecalentamiento simulado, con el fin de mejorar la dinamica de las cone-
xiones (es decir, de los pesos sindpticos).

Hinton [11] propuso un algoritmo muy original que usa el sobrecalentamiento simulado,
cuya idea es construir una red tal que la distribucién de probabilidad definida por los estados
estables de la red sea igual a la distribucién de probabilidad definida por los prototipos.

Asi, dados p prototipos o vectores binarios de dimension n. se quiere memorizarlos en
una red de Hopfield. Los prototipos definen una distribucién de probabilidad (cada uno
con probabilidad 1/p) en el conjunto de 2" posibles prototipos. Se considera una red de
Hopfield con n neuronas que funcienan segin el principio del sobrecalentamiento simulado:
es decir, no sélo disminuciones de la energia son aceptadas sino también aumentos, con una
probabilidad que depende de un parametro de temperatura.
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Si se modifican los pesos sindpticos habrd una modificaciéon de la energia y por lo tanto,
de la probabilidad del estado. Ahora bien, para forzar el estado a seguir la distribucién
dada por los prototipos, es necesario introducir nuevas neuronas. Esto se puede ver pues al
modificar un peso sinaptico wj;, sélo se puede modificar la correlacion entre la actividad de
iy j: es decir, la probabilidad de que i y j estén simultianeamente activas.

Se afiaden entonces m nuevas neuronas (llamadas neuronas escondidas) y se introduce
un modo de funcionamiento forzado. que ayudara a estimar la distribucién sobre las n +
m neuronas: se fijan las primeras n neuronas y se varian los estados de las m nuevas,
hasta que haya estabilidad. Luego, se deja el sistema en funcionamiento libre: todas las
neuronas varian. Finalmente, luego de iterar varias veces los dos tipos de funcionamiento,
se trata de igualar las distribuciones de probabilidad de los estados, en modo libre y forzado,
minimizando la distancia entre ambas distribuciones.

Puede verse que la implementacion de una maquina de Boltzmann requiere de muchos
pardmetros y de una gran inversion en términos de tiempo de cdlculo. Es un método original,
que fue utilizado después de su introduccién en reconocimiento de patrones, pero que ha
ido cayendo en desuso debido a su alto costo de implementacion.

4.3 Modelos para Clasificacién Automatica

Muchos han sido los autores que han propuesto modelos de redes neuronales con el fin de
encontrar particiones o tipologias en una poblacién. A continuacién presentamos tres de
estos modelos, distintos de la red de Kohonen antes presentada.

a) Aprendizaje competitivo

La red propuesta por Rumelhart y Zipser (ver [28]) es una red multicapas y al interior de
cada capa hay clases. Las neuronas de una clase inhiben a las otras neuronas de la misma
clase. Esta red es ilustrada en la figura 6.
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Figura 6: Red de aprendizaje competitivo

Los pesos wj; que conectan las neuronas ¢ a la neurona j deben cumplir } ;w;; = 1y
las entradas del sistema son sucesiones binarias. Si denotamos s;; el estado de la neurona i
durante la presentacién del ejemplo z; (1 si i estd activa, 0 si no), entonces la competencia
consiste en encontrar, para cada clase de una capa, la neurona j que maximiza a;x =
3 ;wjisik. Entonces el nuevo estado de j serd 1 si j gana en su clase, 0 si no.

?
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La ley de aprendizaje serd entonces:

wii(t)+n %f —wji(t)] si j gana cuando se presenta xj,

uj,-(t+1)={

wji(t) si no.

donde 7 > 0y ng = 3 _; S;k.

Se ve que una neurona aprende traspasando parte del peso de las entradas inactivas a
las activas. La neurona pierde una proporcién n de su peso, que es luego distribuida entre
los pesos de las entradas activas. Existe una variante de la ley de aprendizaje, que permite
también modificar los pesos a las neuronas que pierden la competencia, con una proporcién
np, mucho menor que la proporcion 7, de las neuronas que ganan.

Este modelo ha sido utilizado con éxito para el reconocimiento de letras, palabras y
trazos horizontales y verticales.

b) El modelo de Grossherg

Este modelo [9, 23] también usa un tipo de aprendizaje competitivo, pero la estructura de
la red es distinta de la anterior. Ademas, se usa la inhibicidn lateral entre las neuronas.
El modelo esta basado en el funcionamiento del algoritmo MaxNet, que consiste en escoger
la neurona que responde mas fuerte a un estimulo. La capa de entrada tiene p neuronas
y cada entrada ¢ = (2y,...,&,) es un vector binario. Hay dos capas escondidas, cada una
con m neuronas. La estructura de la red MaxNet es ilustrada en la figura 7.

Q
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Figura 7: La red MaxNet

Si y es el prototipo (binario) de la clase C. el ejemplo 2 pertenecera a la clase ('* que
minimiza d(z,y”), donde d es la distancia de Hamming: d(z,y) = p— 3_; z:¥:.

Esto se implementa en la red MaxNet al definir la salida de las neuronas de la segunda
capa como 0; = ) ;wjiT;. 51 wji=es el peso entre las neuronas j, k de la capa MaxNet, se
define u;r = 1si j=ky ujr = —€si j#k, donde € < 1/m (ver figura 8).
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Figura 8: Neuronas de la red MaxNet

Se define entonces la salida de la neurona j como s; = f (crj —€ 3 5y crk), donde f
es una funcién sigmoide, y se dird que hay convergencia cuando sélo un nodo tiene salida
distinta de cero. Las entradas se presentan sucesivamente y reiteradamente hasta que se
haya encontrado la clase a la que pertenece cada ejemplo. Esta clase serd la dada por el
prototipo mas cercano segun la distancia de Hamming.

El algoritmo dado por Grossberg para encontrar una particién estd basado en la utili-
zacion de la red MaxNet. No daremos los detalles de este algoritmo, sélo haremos notar
que, ademds de la inhibicién lateral (simbolizada por los pesos u;i ) se definen pesos “hacia
atrds” que van de la capa MaxNet a la capa de entrada y que permitirdn verificar que un
ejemplo pertenece a una clase, segiin un cierto grado de tolerancia r. Ademds, T jugara
el papel de pardmetro para determinar el nimero de clases (que no es fijado a priori). El
problema con este método es que puede haber ejemplos que nunca se clasifiquen, por lo que
habria que crear clases para ellos solos. Sin embargo el algoritmo se generaliza facilmente
al caso continuo, si se quiere usar una distancia euclidea, por ejemplo.

¢) Modelo de Adorf-Murtagh

Se dispone de una matriz de distancias o disimilitudes y se quiere minimizar la disimilitud
intraclases: es decir, obtener clases lo mas homogéneas posibles.

Se considera una red de n neuronas del tipo de Hopfield [2], tal que los estados son
binarios y cuyos pesos sindpticos wj; representan las disimilitudes. Las salidas s; denotan la
asignacion de clases de los objetos. Siendo @ un vector de dimensién n se considera la funcién
deenergia H = —1/23". . w;;8;8;—) j Skax que es minimizada usando el sobrecalentamiento
simulado. 5i f es una funcién sigmoide, se hace s; = f(¥°; w;is; +4;); por ejemplo, se puede
tomar f(z) = 1/(1+ e™%). Al principio del algoritmo se puede forzar el primer ejemplo a
pertenecer a la primera clase, si se toma a = (ay,0,...,0)T, con g muy grande respecto a
las disimilitudes.

Conclusiones y expectaticas

de las redes neuronales al Andlisis de Datos, se ha
nlaciones de los métodos clasicos conocidos. Para

e

En las diversas aplicaciones presentadas
visks pye 2)ovn2s de ellas son meras reform!
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lineal y el método de clasificacién de Grossberg), no le vemos mayor utilidad al uso de los
modelos neuronales, especialmente cuando se sabe que existe una solucién analitica que
permite encontrar la solucion global del problema.

Sin embargo, hay otros algoritmos neuronales que no tienen paralelo numérico “clasico”,
como la discriminacién usando una red multicapas, o algunos métodos de clasificacién. En
estos casos, nos parece que las redes neuronales deben ser examinadas mas de cerca y hacer
experimentos para compararlas con algoritmos alternativos conocidos.

De cualquier forma, las redes neuronales tienen una ventaja inherente: el paralelismo; de
esta ventaja se podra sacar provecho cuando se difunda el uso de computadoras paralelas.
Sin embargo, también limitaciones evidentes; en especial, con el algoritmo de retropropa-
gacion del gradiente se obtiene un 6ptimo local. La consideracién de métodos de optimi-
zacion global, como el sobrecalentamiento simulado, los algoritmos genéticos o la bisqueda
tabi podrian eventualmente considerarse. Por otra parte, hay un problema evidente con
la escogencia del niimero de capas, o el nimero de neuronas en una capa. Quizas la inves-
tigacién acerca: de- medidas de la redundancia de la informacién? pueda dar alguna luz a
resolver esta cuestion.
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Clasificacién con Indices Probabilisticos:
una aplicacién a las encuestas de opinion
publica

William Castillo E.* Carlos Arce S.*

Abstract

En este articulo se hace una presentacién rapida del método de clasificacién
jerdrquica de I.C. Lerman y se describen los resultados de una aplicacién a las
encuestas de opinién piiblica.

1 Introduccién

Los métodos —o procedimientos— de analisis de datos conocidos con el nombre de
Clasificacion Automatica Jerarquica Ascendente tienen como objetivo construir una
o varias particiones —clasificaciones— de un conjunto £ con n objetos. Esta cons-
truccion empieza con la particion discreta de £ y utilizando un criterio de similitud
entre clases de objetos, se fusionan paso a paso los pares de clases mas proximas.
Puntualizamos de la siguiente forma los elementos que intervienen en el proceso:

1. Los datos se ordenan en la forma de una matriz de datos rectangular nxp en
la que cada fila corresponde a un individuo caracterizado por p variables. Las
columnas se identifican con las variables. El conjunto £, que va a ser escindido
en partes disjuntas, es el conjunto de filas o el conjunto de las columnas de la
matriz de datos.

2. Un criterio para cuantificar la similitud entre objetos que se define y calcula a
partir de la tabla de datos. Este criterio se expresa como una funcién y se le
denomina usualmente indice de prorimidad.

*Escuela de Matematica, Universidad de Costa Rica
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3. Un criterio para cuantificar la similitud entre grupos de objetos que se define
y calcula a partir de las proximidades entre objetos. Este criterio se denomina
indice de agregacion.

4. Un algoritmo que permita fusionar paso a paso los grupos de objetos mas
préximos segun el criterio de agregacién. - El algoritmo se inicializa con la par-
ticién discreta de £ en la que cada clase consta de un sélo elemento y sucesiva-
mente se van reuniendo los grupos de objetos mas proximos, segun el indice de
agregacion elegido, hasta que en el dltimo paso la particion resultante se reduce
a una séla clase constituida por £. Si en cada paso se fusionan exactamente dos
grupos, diremos que se trata del algoritmo usual.

5. Los resultados del procedimiento anterior se representan por medio de un arbol
jerarquico binario. Cada nivel de este arbol corresponde a una particién del
conjunto £.

6. Un criterio para escoger una o varias particiones “cortando horizontalmente” el
arbol jerarquico a un cierto nivel.

7. Elaboracién de un sistema computacional automatico que permita la ejecucién
de los procesos anteriores.

8. Por iiltimo, corresponde dar una interpretacién de los resultados.

En este contexto los aportes de I.C. Lerman se relacionan principalmente con los
puntos 2, 3, 5 y 6. La cuestién fundamental en su modelo es la incorporacién de una
hipétesis de independencia a partir de la cual se construye un indice de proximidad
normalizado ([1],[2],[4]).

Esta hipétesis no es un concepto idéntico a la hipétesis de independencia usual en
estadistica inferencial. Mas bien, se trata de un planteamiento del analisis de datos
que es “opuesto” al de los test de hipotesis. Dejemos que sea el mismo Lerman quien
nos exponga su punto de vista [3]:

“Pensamos que la filosofia del analisis de datos es en todo caso opuesta a
la de los test de independencia o de ausencia de relaciones. En efecto, to-
memos por ejemplo el problema de la investigacion de las relaciones entre
elementos de un conjunto V' de variables definidas sobre una peblacién P.
El segundo enfoque — los test de hipotesis — le da mas importancia a la
creencia en la inexisteneia de relaciones, las cuales si realmente existiesen
Py

— sobre la base de una muestra.{} C un umbral fijo —, no pueden ser

realmente medidas y comparadas. Al contrario, para el analisis de datos
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no hay ninguna duda en cuanto a la existencia de las relaciones entre las
variables sobre la poblacién P. Sin embargo, estas relaciones son mas o
menos fuertes o0 mas o menos tenues y se trata de evaluarlas de forma

objetiva para organizarlas lo mejor posible.”

2 Proximidad entre objetos

En la terminologia matematica, un indice de proximidad entre objetos es una funcién
P : ExE — [0,7] con las siguientes propiedades:

e Es simétrica: P(z,y) = P(y,z) V(z,y) € EXE.
e Entre mas grande sea P(a,b) mas préximos han de estar a y b.

¢ La similitud de un objeto con si mismo es maxima e igual para todos ellos, esto
es,

P(z,z) = max{P(a,b) | (a,b) € ExE} =r Vz €&

Para los fines del analisis de datos, un indice de proximidad se presenta bajo la
forma de una matriz simétrica cuyas entradas son todas no negativas y su diagonal
es constante.

I.C. Lerman ha desarrollado un procedimiento para construir indices de proxi-
midad entre individuos y entre variables, el cual es expuesto con detalle, para indi-
viduos en [4] y para variables en [1]. Haremos un breve resumen del procedimiento
limitandonos al caso de las variables. Simultaneamente se describe el proceso de cons-
truccion del indice de proximidad entre atributos que sera utilizado en la aplicacién.
El esquema global de construccion comprende cuatro etapas que podemos resumir

’

asl:

1. Las variables —en nuestro caso los atributos— deben ser representadas por
medio de estructuras matematicas adecuadas. Piénsese por ejemplo en una va-
riable nominal: una estructura matematica adecuada es la particién que induce
sobre el conjunto de individuos. Un atributo descriptivo, como variable nominal
con dos modalidades, se representa por una particion con dos clases: una clase
formada por los individuos en los que se observa la primera modalidad —los
individuos que poseen el atributo — y la otra, por los que tienen la segunda
modalidad. Asi, es suficiente considerar al atributo z representado por (2., el
conjunto de individuos que poseen el atributo z.

B
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2. Se escoge un indice “bruto” de proximidad entre variables. Si por ejemplo,
como es nuestro caso, a y b son dos atributos, entonces se considera la cantidad
de individuos que poseen simultaneamente ambos atributos. Esto es, el indice
de proximidad “bruto” seria: s(a,b) = |0, Q|. En esta etapa de elaboracion
del indice de proximidad, el concepto de proximidad entre atributos se traduce
asi: cuanto mayor es el nimero de individuos que poseen simultaneamente los
atributos a y b, mayor es su similitud.

3. Hipdtesis de independencia. Para evaluar la proximidad entre dos variables a y
b —no necesariamente atributos descriptivos—, mediante un indice p(a, b), se le
asocia a a un indice bruto aleatorio s(a, z), escogiendo z al azar de un universo
de variables a determinar. Esta escogencia de z engendra una “ausencia de
asociacién” entre a y z, de modo que si s(a,b) < s(a,z) deberiamos concluir
que la asociacion entre a y b es pequernia.

Vamos a indicar brevemente el modelo probabilistico que se usara cuando el con-
junto de objetos £ a clasificar es un conjunto de atributos descriptivos, “observados”
sobre un conjunto de individuos que denotaremos con la letra (2.

Suponiendo que se han elegido a,b € £ y que n, = || v ny = ||, se dota al
conjunto B = {z € £ | || = ns}, de una ley de probabilidad uniforme P, que en
este caso asume la forma: P(z) = 1/( ;{b) donde n = |Q].

Al indice bruto s(a,b) se asocia el indice bruto aleatorio S,(a,z) = |Q ]
escogiendo z al azar en B. Se comprueba facilmente que la ley de probabilidad de S,
es hipergeométrica dada por:

{z € B| |9 N 2| = k}|
18|

)
o

con k € {0,1,...,min{n,,ns}} y donde ( Z) es el coeficiente binomial.
Analogamente, sea A = {z € £ | [0;]| = n,}, dotado de la probabilidad uniforme
Pla) = 1/( ga). Si al indice bruto s(a, b) se asocia el indice bruto aleatorio Sy(z, b) =
|2 N Q5| escogiendo z al azar en A, entonces es posible demostrar que P(S, = k) =
P(S, = k). Por tanto la estrategia de fijar a y escoger al azar z € B es equivalente a

PlS. = 1) =

fijar b y escoger al azar x € A. Y el criterio de proximidad es independiente de esta
eleccion.
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Los computos involucrados en la ecuacién 1 se simplifican sin pérdida de infor-
ion, si se aproxima la ley hipergeométrica asociada a S, por la ley normal. Con
proposito se considera la transformacion o estandarizacién respecto de la ley hi-
geomeétrica,

que sigue asintéticamente una ley N(0,1), donde p = nony/n y
o? = nang(n — ng)(n — ny) /n*(n — 1)
Por 1ltimo, el indice de proximidad p(a, b), se define como la probabilidad de que

.~ ocurra el evento S;(a,z) < S;(a,b). Es decir,

1 Si(e,b)
p(ab) = = / e~ 2dz ~ P(S? < S*(a, b))
Finalmente observemos que p(a,b) es un indice de proximidad:

1. p(a,b) = p(b, a) para todo a,b ya que Si(a,b) = S*(b,a).

2. p(a,b) € [0,1] y p(z,z) = r, donde

Ademés como S;(a,b) < S}(a,a) entonces

p(z,z) = ma'x{p(a, b) | (a, b) € ExE}
_ 3. Entre mayor sea p(a,b) menos probable es que Si(a,b) < S(a,z) por tanto
mas asociados o proximos se encuentran a y b.

3 Proximidad entre grupos de objetos

£l criterio para cuantificar (a proximidad entre grupos de objetos se construye de [a
siguiente manera: Sean A y B dos partes de £, disjuntas y no vacias. Se considera
el conjunto {p(a,b) | (a,b) € AxB} como una realizacién u observaciéon de |A||B|
variables aleatorias independientes y uniformemente distribuidas en [0, 1]. Esto tiene
sentido porque, como se sabe, una distribucién de probabilidad puede ser considerada
como una variable aleatoria con distribuién uniforme en [0, 1]. Sea ahora d;(A, B) =
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max{p(a,b) | (a,b) € AxB} y X, la variable aleatoria uniformente distribuida en
[0,1], tal que p(a,b) es su realizacién. Observe que X, no es mas que la funcién
de distribucién de S de manera que X, = P(S: < z). Consideremos la variable
aleatoria U = max{Xy | (a,b) € AxB} y su funcién de distribucién P(U < u) =
ulAllBl '

Teniendo en' cuenta lo anterior se define el indice de agregacion entre A y B por
medio de la férmula:

81(A, B) = —In(—In Dy (A, B))
donde -
Dy(A,B) = P(U < di(A, B)) = (di(A, B))IBI

El arbol de clasificaciéon construido con &, es el mismo que se puede constuir
con D, puesto que la funcién f(z) = —In(—Inz) es estrictamente creciente para
0<z<l,y é(A,B)= f(D:(A,B)).

Para evaluar 6;(X,Y) en cada paso del algoritmo, se utiliza la siguiente férmula
de actualizacion de &,

§,(AU B, C) = —In|A U B| + max{6,(4, C) + In|A|, 6:(B, C) + In| B|}

4 Niveles y nodos significativos

Una vez construido el arbol jerarquico es necesario “cortarlo” en uno o varios niveles
que correspondan a las mejores particiones en un cierto sentido. La idea es que la
particién seleccionada maximice el ndmero de veces que ocurre lo siguiente: todo
par de objetos en una misma clase de la particiéon escogida, son mas proximos —
mas asociados, en el caso de variables— que cualquier otro par de objetos en clases
distintas.

Con base en este principio se ha establecido un indice para identificar las “mejores”
particiones de una jerarquia binaria dada. Si la proximidad entre objetos es dada por
una matriz cuyas entradas debajo de la diagonal son todas diferentes, entonces se
construye un indice S(k), llamado estadistica global [5], de la forma siguiente: para
cada particion P; de la jerarquia,

2 — 182
[rs(f +1)/12]'/2

S(k) =

donde
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o f=(n?-n)/2 i
e s es el numero de pares de objetos que estan en clases distintas de Py.
$r=1Ff-—s.

® z; es el nimero de veces que para P; se cumple lo siguiente: sean a, b, ¢, d cuatro
objetos distintos del conjunto a clasificar, entonces la proximidad entre a y b es
menor que la proximidad entre ¢ y d si y solo si a y b estan en distintas clases
mientras que ¢ y d estan en la misma clase.

Si como ocurre normalmente, los valores S(1),...,S5(n— 1) muestran una tenden-
cia global creciente, exhibiendo maximos locales; las particiones que corresponden a
los “picos” mas pronunciados son las “mejores”. A estas particiones se les llama ni-
veles significativos o particiones significativas. Asi, el analista escogera una particion
teniendo en cuenta este criterio y el nimero de clases.

Empiricamente se ha observado que cuando se produce un crecimiento “acelerado”
de los valores S(z) hasta un nivel h y luego “desacelerado”, la clase formada en ese
nivel puede, con frecuencia, ser objeto de alguna interpretacion. Por tanto, conviene
calcular las primeras diferencias de la estadistica global D(i) = S(z)—S(i—1) y ubicar
sus maximos locales. Los nodos correspondientes se denominan nodos significativos
o clases significativas y la funcién D(i) estadistica local.

5 Aplicacion a la encuesta de 1991

Los datos que se analizan corresponden a una submuestra de la encuesta de opinion
publica realizada en julio 1991 por el grupo Agorametria (ver anexo A). Esta encuesta
tiene como objetivo estudiar el fendmenoc de la opinidén pibica, para lo cual se elaboran
frases o proposiciones cuyo contenido es polémico. El entrevistado debe responder
cada proposicion con una de las siguientes cinco opciones:

1. Totalmente de acuerdo

2. De.acuerdo

3. Podria estar de acuerdo
4. En desacuerdo

5. Totalmente en desacuerdo

Las respuestas fueron recodificadas para convertirlas en atributos mediante el si-
guiente procedimiento: cada proposicion se “desdobla” en dos atributos. Por ejemplo,

la proposicion “se puede confiar en la justicia” da lugar a:
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1. El atributo “Si; se puede confiar en la justicia”, cuyas modalidades de respuesta
son un uno si el entrevistado respondid la opcion 1. o la 2., y cero si no.

2. El atributo “No; se puede confiar en la justicia”, cuyos valores son un uno si el
entrevistado respondié la opcidn 4. o la 5., y cero si no.

El conjunto de atributos a clasificar dié un gran total de 204. De ellos 174 se
obtuvieron por el procedimiento antes indicado y el resto son atributos de senalizacién
deducidos de las correspondientes variables, por desdoblamiento de cada una de sus
modalidades. La matriz de datos de la cual sus columnas forman el conjunto a
clasificar, es de tamafio 897 x 204. Todas sus entradas son ceros o unos.

Usando los criterios de proximidad expuestos en la secciones 2 y 3 y el algoritmo
usual, se construyo una jerarquia binaria sobre el conjunto de las 204 columnas. Luego
se escogié una particion significativa al nivel 187, formada por 17 clases o grupos de
atributos. '

Observando directamente en la jerarquia de clasificaciones construida !, encontra-
mos los atributos que fueron agregados en las primeras etapas del algoritmo y que,
por tanto, son los mas asociados. Enseguida se listan algunos de estos grupos de

proposiciones fuertemente asociadas.

1. El gobierno debe rebajar salarios por paros y huelgas.

Los trabajadores deben hacer paros y huelgas contra las alzas.

2. Hay que cooperativizar las clinicas del SS.

El cooperativismo es una salida a la crisis.

3. Se deben privatizar los servicios eléctrico y telefénico.
Se deben privatizar las instituciones como el ICE y RECOPE.

Se debe privatizar el SS.

4, La policia irrespeta los derechos ciudadanos.

En CR se torturan detenidos.

5. Los diputados no deben legislar en su propio beneficio.

Los médicos no deben cobrar al usar el equipo del SS.

'E] instrumento informdtico para representar en forma sintetizada grandes arboles jerarquicos
binarios, no es ain dispontble, lo cual impidié incluir nuestro arbol en este articulo
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6. Padece dolor de espalda.

Padece migraiia.

7. Tiene automoévil.

Tiene VHS.

En cuanto a la particion seleccionada, un primer examen indica que 12 de las 17
clases que la constituyen, poseen caracteristicas que dan lugar a unos comentarios.
Por motivos de espacio presentamos la estructura y las caracteristicas de solamente
dos clases.

1. Clase 2 (11): Globalmente se podria resumir diciendo que esta clase agrupa
atributos que expresan aprobacién a la politica del gobierno y, complementa-
riamente, una posiciéon contraria a los sindicatos.

e Subclase 1 (6): Contiene atributos favorables al gobierno y contrarios a los
sindicatos.

Si; El gobierno actué bien en el caso de las cocineras.

Si; El gobierno debe continuar con la movilidad laboral.

Si; El gobierno debe rebajar salarios por paros y huelgas.

Si; Los trabajadores no deben hacer paros y huelgas contra las alzas.

Si; Para el trabajador no es mejor sindicalisma que solidarismo.

Si; Las libertades sindicales no fortalecen la democracia costarricense.
o Subclase 2 (5): Esta subclase es como una variable “pro privatizacién”.

Los atributos que la forman son:

Si; Se deben privatizar los servicios eléctrico y telefonico.

Si; Se deben privatizar instituciones como el ICE y RECOPE.

Si; El SS debe privatizarse.

Si; Hay que privatizar las lavanderias de los hospitales.

Si; Se debe privatizar el CNP.

2. Clase 3 (15): En esta clase se agrupan variables que denotan una actitud criticay
desacuerdo frente a ciertas politicas del gobierno. Podemos distinguir tres tipos
de politicas correspondientes a la estructuracién de la clase en tres subclases,
como lo indicamos a continuacion.

B ———————=,
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o Subclase 1 (5): Se observa que en esta subclase se agrupan variables que
configuran una cierta politica en el campo laboral relativa al derecho que
asiste a los trabajadores a organizarse para luchar contra las “alzas”. Aso-
ciadas aparecen también atributos que indican desaprobacién a: el accionar
del gobierno frente a los desastres naturales, la reduccion del presupuesto
en salud y del tratamiento que el gobierno dio al caso de las cocineras.
Estos atributos somn:

No; El gobierno esta preparado para enfrentar las catastrofes.
No; La crisis justifica la reduccién del presupuesto en salud.
Noj; El gobierno debe rebajar salarios por paros y huelgas.
Si; Los trabajadores deben hacer paros y huelgas contra las alzas.
Noj; El gobierno actué bien en el caso de las cocineras.
o Subclase 2 (4): Esta formada por variables que implican una valoracién

negativa sobre: el control de la inflacién, los organismos financieros inter-
nacionales y la movilidad laboral. Estos atributos son:

S5i; Las exigencias de los organismos financieros atentan contra la soberania
nacional.

No; El FMI ayuda a resolver la crisis. ;

No; El gobierno debe continuar con la movilidad laboral. i

No; El gobierno controlo la inflacién. %

e Subclase 3 (6): Involucra atributos que valoran negativamente los resulta-

dos del bono alimentario y la atencion, por parte del gobierno, de la salud

piblica y las demandas populares. Coherente con esto se asocian atributos

indicadores de un deterioro de los servicios de las clinicas y hospitales. Los !

* atributos son: . ]

No; Los servicios en las clinicas del SS son buenos.

S1; Los servicios de los hospitales se han deteriorado.

Si; Las universidades privadas son un negocio.

S1; El gobierno ha descuidado la salud.

Si; Las decisiones del gobierno no toman en cuenta a los sectores populares.

Si; El bono alimentario fue sélo una promesa. {

6 Conclusiones y perspectivas

Los resultados obtenidos son, a nuestro juicio, satisfactorios. La mayor parte de las
clases de la particion seleccionada poseen un patron que las caracteriza. Eso reafirina
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la idea que los criterios de proximidad usados recogen finamente las similitudes entre
objetos y entre grupos de ellos.

El arbol jerarquico y los criterios para elegir la particién y detectar clases y sub-
clases significativas son recursos invaluables en el proceso de investigacion. Ello nos
permitio primero, escoger una clasificacion y luego ubicar las clases y subclases sig-
nificativas, una guia fundamental en el proceso de anilisis.

Las perspectivas de desarrollo en este campo de investigacion, en varias direccio-
nes, son amplias. Entre ellas mencionamos las siguientes:

e El sistema informatico disenado permite ampliarlo, por ejemplo, para que sea
capaz de recibir otros tipos de datos o que implemente otros criterios de pro-
ximidad. Ello haria posible investigaciones para comparar diversos métodos de
clasificacién sobre la base de la experimentacion.

e También el sistema puede ser ampliado para complementar este tipo de investi-
gaciones con el estudio de la correspondencia de grupos de individuos (filas en
la matriz de datos) con las clases o subclases de variables. En el caso de las en-
cuestas este es un aspecto sumamente valioso puesto que facilitaria la ubicacién
de grupos sociales asociados a las caracteristicas de alguna clase (s) o subclase
(s) de variables.

e Es posible lograr una representacién arborescente “reducida” utilizando princi-
palmente los nodos significativos. Esto facilitaria el analisis de las clasificaciones
y permitiria, eventualmente, reportar el arbol de clasificaciones.

e El tiempo de célculo en computador puede ser reducido con la implementacién
de algoritmos mas eficientes en caso de grandes tablas de datos.
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La Seguridad Ciudadana y la Opinién Pablica en el Valle
Central, 1992

Lic. Olga Prieto C.*

1 Introduccidn

El presente trabajo forma parte del Proyecto de Investigacién sobre las Estructuras de
Opinion Publica en Costa Rica, que estdn realizando conjuntamente Ias Escuelas de Antro-
pologia y Sociologia y de Matematica.

La expresion “seguridad ciudadana”, dentro del contexto que aqui se presenta, se refiere
especificamente a la seguridad contra la delincuencia, a la seguridad policial. Sin embargo,
este concepto debe ir mucho mas alld y “considerar inseguridades actuales de la desplani-
ficacién urbana y de ciertos proyectos de vivienda que devienen en ghettos criminolégicos;
inseguridad laboral, inseguridad en el futuro socioecondmico y familiar, inseguridad en las
posibilidades de estudio, etc.” [1, p.14]. Es decir, hay que entender el concepto integralmente

¥ no come un fendmeno aislado de nuestra sociedad.

Laidea de hacer una encuesta de opinidn sobre este tema surgié con base en dos aspectos:

a) En primer lugar, el tema fue propuesto por los estudiantes del grupo 36 del curso de
Introduccidén a la Sociologia, como tema a mvestigar en la parte practica de dicho

Curso.

b) En segundo lugar, se considerd incluir este tema en el proyecto mencionado, por
cuanto en la encuesta nacional que se realizé en 1991, el primer eje en el andlisis
de componentes principales, era precisamente el de la bisqueda de seguridad, tanto
ciudadana como econémica.

Metodolégicamente, en la elaboracion de la encuesta correspondiente, se siguieron los
lineamientos que se han dado para la elaboracion de la encuesta nacional desde que el

*Escuela de Antropolegia y Sociologfa, Universidad de Costa Rica
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proyecte de investigacién se inicid. Se partié del andlisis de los medios de comunicacién
(prensa escrita, radio y televisién), trabajo que se realizé conjuntamente con los estudiantes,
para sacar los temas de conflicto y, posteriormente, se convocd a una reunién de expertos
en el tema, cuyas sugerencias permitieron la elaboracién final del cuestionario. Este se paso6
a una muestra de 500 ciudadanos costarricenses, mayores de 18 anos, residentes en el Valle
Central, en donde se concentra el 64% de la poblacién total del pais, lo que la hace la zona
mas propensa a la falta de seguridad ciudadana. La recoleccién de los datos la hicieron los
estudiantes.

Cuando se escogid el tema de la seguridad ciudadana se puso de manifiesto el hecho de
que, cotidianamente, durante los dltimos afios, los medios de comunicacién social aluden a
actos de delincuencia que se cometen en nuestra sociedad: robos, homicidios, violaciones
a mujeres y niiios, agresiones, narcotrafico y drogadiccion, corrupcidn, etc. Asimismo, se
habla sobre el aumento de-la delincuencia, sobre el hecho de que algunos policias con que
cuentan las instituciones publicas resultan ser delincuentes, sobre los bajos salarios que
los policias tienen, su bajo nivel educativo, los riesgos con que se enfrentan y las malas
condiciones de trabajo que tienen. También es comin leer algunas noticias en las que entra
en juego la Corte Suprema de Justicia, cuestionandose algunas de sus acciones.

2 La encuesta

Las proposiciones que se incluyeron en la encuesta se pueden dividir en los siguientes grupos
tematicos:

1. Opinion sobre la Corte Suprema de Justicia.
2. Percepcidn sobre la delincuencia y los delincuentes.
. 3. Opinidn sobre la delincuencia juvenil.

4. Opinion sobre los castigos que se imponen o se deben imponer, y la prevencién del
delito.

5. Opinidn sobre la policia y acciones contra el delito.

2.1 Opinién sobre la Corte Suprema de Justicia

Las proposiciones que se formularon en la encuesta en relacion con la Corte Suprema de
Justicia y los resultados que se obtuvieron se pueden observar en el cuadro 1.
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CUADRO 1
La opinién piiblica y la Corte Suprema de Justicia
1992 (%)
Temas De acuerdo Podria estar En desacuerdo
de acuerdo
Corte se caracteriza por eficiencia 29,3 34,3 36,4
Se puede confiar en la justicia 274 26,8 45,8
Justicia igual para todos ciudadanos 213 12,2 66,5
La Corte esta exenta de corrupcidon 13,8 12.7 73,5
La Corte aplica penas muy benévolas 56,4 247 18,9

FUENTE: Encuesta de Seguridad Ciudadana, Agorametria de Costa Rica, 1992.

La tendencia aqui es la de cuestionar a la Corte, especialmente en lo que se refiere a la
corrupcion en el Tercer Poder de la Repiblica, a la aplicacién equitativa de la justicia y a
las penas que aplica. También se observa un porcentaje elevado de personas que desconfian
de la justicia.

2.2 Percepcion sobre la delincuencia y los delincuentes

Existe una tendencia, aparentemente estereotipada, a considerar que los delincuentes pro-
vienen de los sectores sociales socioeconémicos menos privilegiados de la sociedad, espe-
cialmente si se tiene en cuenta a los que cometen delitos considerados como “comunes”
(robos callejeros, robos en viviendas). Esto es reforzado por los medios de comunicacién so-
cial, como una manera de esconder otras formas de criminalidad no convencional, logrando
atraer toda la agresién social hacia estos sectores sociales, que se convierten en los clientes
predilectos del sistema penal y, sobre todo, de la institucién carcelaria [1, p.8]. Sin embargo,
en el Cuadro 2 se observa que no existen tantos estereotipos en relacién con el delincuente,
ademds de que se percibe la delincuencia como algo que va mds alld del delito comiin.

CUADRO 2
La opinién piblica y la accién del delito
1992 (%)
Temas De acuerdo Podria estar En desacuerdo
de acuerdo
Todos los delincuentes son pobres 10,8 9,1 80,1
Todos los presos son delincuentes 12,6 15,0 72,4
Delinc. se da soélo en calle y robos 10,8 3,9 85,4

Medios com incitan a la violencia 54,7 20,8 24,5
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FueENTE: Encuesta de Seguridad Ciudadana, Agorametria de Costa Rica, 1992.

Por otro lado, es interesante observar que la mayoria de las personas encuestadas opina
que los medios de comunicacidn incitan a la violencia.

2.3 Opinién sobre la delincuencia juvenil

CUADRO 3
- La opinién piblica y la delincuencia junvenil
1992 (%)
Temas De acuerdo  Podria estar  En desacuerdo
de acuerdo
Necesario policia espec. en menores 86,6 7,5 5,9
Menores tratados iguzl adultos delinc. 9,8 5,7 84,6
Jévenes hacen mas delitos que los adunltos 43,0 27.6 29,4
Menores violentos victimas violencia 81,6 11,8 6,5
Conciertos rock contra seguridad cindadana 45,1 20,2 34,7
Hay instituciones protegen menor y prev. del. 62,3 23,7 14,0

FUENTE: Encuesta de Seguridad Cindadana, Agorametria de Costa Rica, 1992,

Del cuadro 3 se desprende que hay una tendencia a creer que existe mas delincuencia
entre los jovenes que entre los adultos, lo cual podria estar condicionado porque los jévenes
son victimas de la violencia y por los conciertos de rock. Se observa ademds que hay
desacuerdo en cuanto a que los menores infractores sean tratados de igual manera que los
adultos delincuentes y se plantea la necesidad de que exista una policia especializada en
menores.

) 2.4 Opinién sobre los castigos que se immponen o se deben imponer y sobre
la prevencién del delito

Dentro del marco ideoldgico, de corte funcionalista que impera en el pais, hay una tendencia
a atacar la delincuencia imponiendo castigos a los infractores, quiza no de la manera mas
justa y muchas veces pueden influir er ello los estereotipos que se tienen en relacién con
la delincuencia. Se tiende a atacar la delincuencia con violencia, sin que el problema se
ataque directamente, al no buscar la causa o causas del mismo. Se le trata como un
fendmeno aislado, lo que, en la prictica, hace que se tienda a confundir la prevencién con
el “tratamiento institucional”, el cual, si se consideran las condiciones de las cdrceles en
nuestro pafs, funciona como escuela del crimen y sirve para crear estereotipos y estigmas
sobre las personas recluidas [1].

El problema de la delincuencia y su prevencidn no se integran dentro de la planificacién
del desarrollo global del pais. Mas bien, cada dfa se eleva mds la alarma social en relacién
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con el delito, lo que genera que la poblacién tienda a cedér derechos por seguridad, es decir,
la gente pide castigos mas severos, con el riesgo de que éstos se vuelvan en su propia contra
y se deja de lado el aspecto preventivo [1, p.8].

Con respecto a la prevencion, cabe anotar que ésta se empieza a dar en nuestro pais
en la década de los afios 80 y se crea la Direccion General de Prevencion del Delito, como
dependencia del Ministerio de Justicia. Con esto, a nivel institucional, se llega a considerar
como delincuencia ademds del delito comiin, todo lo concerniente a la violencia, a la segu-
ridad ciudadana, la violencia televisiva y otros medios de difusién masiva y los accidentes
de transito [1, p.11], lo que en alguna medida viene a cuestionar el sistema penal vigente.
De esta manera, al menos teéricamente, el delito se trata de explicar y enfrentarlo en el
concurso con la educacién, el empleo, el acceso a los servicios sociales, la planificacién social
de las ciudades y urbanizaciones, etc., ademds de dar un énfasis a la atencién de menores
de edad [1, p.12).

CUADRO 4
La opinién piblica, la prevencion y la penalizacion del delito
1992 (%)
Temas De acuerdo Podria estar En desacuerdo
de acuerdo
Restablecer la pena de muerte 26,6 13,2 60,2
Carcel no resuelve delincuencia 48,1 13,4 38,5
En Costa Rica se torturan detenidos 32,1 27.5 40,4
Delinc. resuelve con mads polic. y ¢drcel 155 117 72,8
Presos no juzgados, viola der. humanos 77,8 ’ 12,6 9,6
La Corte aplica penas muy benévolas 56,4 24,7 18,9
Hay programas rehabil. delincuentes 41,5 27,4 31,2
Prevencion delito es sélo Gobierno ¢ i 8,1 80,2
Hay instituc. protegen menor y prev. del. 62,3 23,7 14,0

FUENTE: Encuesta de Seguridad Ciudadana, .Agorametr{a de Costa Rica, 1992.

La mayoria de las personas encuestadas se manifiesta en contra de la pena de muerte
y esta en desacuerdo con medidas de caracter represivo tales como una mayor cantidad de
policias y mas carcel. Asimismo, se opina que se violan los derechos humanos cuando se
encarcela durante mucho tiempo a las personas antes de ser juzgadas (lo cual es uno de
los problemas de la Corte Suprema de Justicia que se denuncian en la prensa) y casi una
tercera parte de las personas opina que se torturan detenidos. Sin embargo, contrariamente,
se tiende a considerar que se aplican penas muy benévolas.

En el aspecto preventivo, un alto porcentaje de las personas entrevistadas opina que en
el pais se rehabilita al delincuente y que existen instituciones para prevenir el delito. Por
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otro lado, es notable el hecho de que los encuestados opinan que la prevencién no es tarea
solo del Gobierno.

2.5 Opinién sobre la policia y sobre acciones civiles contra el delito:

En relacién con la policia, a ésta le corresponde la parte represiva de la seguridad, asi como
se supone que tiene un papel de servidor publico, de guia comunal, de defensora de la nifiez.
Sin embargo, como se observa en el cuadro 5, la opinién de las personas encuestadas tiende
a criticar a la policia.

CUADRO 5
La opinién piblica y la policia
1992 (%)
Temas De acuerdo Podria estar En desacuerdo
de acuerdo
Seguridad es sélo de la policia 16,6 11,4 72,0
Mas policias es militarizarnos 20,2 9,2 70,6
Se esta implantando un ejército 7,4 132 81,5
Prohibir grupos armados privados 58,6 9,6 31,8
Civiles armados contra delincuencia 46,7 26,0 27,4
Policia irrespeta derechos ciudadanos 46,7 29,6 23,7
Los policias son muy ignorantes 51,3 28,8 19,9
La policia no cumple su misién 429 354 217
Muchos patrulleros son delincuentes 45,5 29,7 24,7
La policia abusa de su autoridad 62,0 25,2 12,9
Policia en desventaja respecto delinc. 71,8 16,4 11,9
Pol. deficiente para resolver delitos 55,0 22,1 223
Todos los delitos son denunciados 5,5 4,9 89,6

FUENTE: Encuesta de Seguridad Ciudadana, Agorametria de Costa Rica, 1992.

Con la introduccién de la prevencion en el pais se habla, institucionalmente, de que
se debe redefinir el papel de la policia, de que debe existir un equilibrio entre su funcién
preventiva convencional, con la prevencién integral [2, p.16].

De acuerdo con los datos de la encuesta, se puede decir que la critica que se hace genera
una bisqueda, por parte de la opinién piblica, de la redefinicién del papel de la policia en
la sociedad —que podria ser extensivo al sistema de la seguridad total-, al punto de llegar
a considerarse que la seguridad-ciudadana no le compete tinicamente a la policia, tanto asi
que un alto porcentaje de los encuestados opina que los civiles deben armarse contra la
delincuencia.
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3 Seguridad ciudadana y estructura de opinién piblica

Al relacionar los resultados de la encuesta con la estructura de la opinién piblica [3],
en la figura 1 se observa que casi todos los temas de conflicto la encuesta se ubican el
tercero y cuarto cuadrantes, denominados, respectivamente, de repliegue o conformismo y
de bisqueda de seguridad.

En el primer cuadrante, al que se sefiala como de “inconformidad” y que se opone al
conformismo del tercer cuadrante, se caracteriza porque en él se ubican las personas con
edades productivas (25 a 44 afios) y de mads alto nivel educativo (ver figuras 2 y 3).

Por su ocupacién (ver figura 4), dentro de este cuadrante se ubican los profesionales libe-
rales, los patronos de empresa o comercio, clérigos, trabajadores de la computacién y los
desempleados. Si se toma en cuenta la condicién de ocupacién de las personas encuestadas,
estdn en este cuadrante aquéllas que son patronos o socios activos.

En el plano opuesto ala inconformidad, esta el III cuadrante del repliegue o conformismo,
donde se observa una critica nula al sistema, a lo actuado, es decir, hay un acuerdo con el
estado actual de la sociedad en lo que a seguridad ciudadana se refiere. Aqui se encuentran
ubicados temas de conflicto tales como (ver figura 1): la prevencién del delito es tarea sélo
del Gobierno, la delincuencia se resuelve con mas policias y mds cdrcel, la Corte estd exenta
de corrupcion, la justicia es igual para todos los ciudadanos, entre otros.

En este tercer cuadrante coinciden las personas de mas edad (65 afios y mds) y las de mds
bajo nivel educativo (figuras 2 y 3), las personas encuestadas que son empleadas o servidoras
domésticas y las amas de casa que son jefes de familia. Por condicién de ocupacién, estan
aqui los servidores domésticos y los trabajadores familiares no remunerados (figura 4).

En el segundo cuadrante, al que se le interpreta como de indiferencia, y que se opone
a la bisqueda de seguridad, se ubican las personas con edades jévenes (18 a 24 aifios) y
aquellas personas con edades de 50 a 54 afios, que puede decirse que tienden a pensionarse.
En cuanto a ocupacién, coinciden aqui los pequefios y medianos productores agropecuarios,
los profesionales del sector piblico, mensajeros y miscelaneos, cuadros de nivel gerencial,
empleados del sector privado y estudiantes. También las personas que se autoperciben como
de izquierda.

Finalmente, en el cuarto cuadrante, se ubican aquellos temas de conflicto que hacen
una critica al sistema de seguridad ciudadana del pafs, como por ejemplo: en Costa Rica
se torturan detenidos, la policia no cumple su mision, los policias estan en desventaja con
respecto a los delincuentes, etc. Critica que puede interpretarse como una bisqueda de
seguridad.

Dentro de este cuadrante estan las personas con edades entre los 45 y 49 y entre los 55
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y 59 afios, las personas que no tienen religién, las que no cuentan con seguro social ni con
casa propia, ademas de aquellas cuyo estado civil es el de viudo, divorciado o separado, o
sea, personas que han perdido el respaldo de su pareja. Por ocupacién, estin ademas los
trabajadores especializados, personal de servicio y amas de casa en donde el jefe de familia
es un profesional liberal. También estin aqui los trabajadores por cuenta propia.

4 Reflexiones finales |

1. Se constata que la opinién piblica del Valle Central cuestiona a la Corte Suprema
de Justicia. Se nota una tendencia a que, segin aumente la edad, asi aumenta este
cuestionamiento. X

2. Se da una diferenciacion en las opiniones de los entrevistados segin la variable sexo:
los hombres parecen tener una actitud de inconformidad (I cuadrante), en tanto que
las mujeres manifiestan un sentimiento de repliegue (III cuadrante).

3. Los estereotipos generalizados en la sociedad costarricense en cuanto a las carac-
teristicas socio—econdmicas del delincuente, no son compartidos, en su totalidad, por
las personas encuestadas.

4. Pareciera que los cuerpos policiales guian su conducta por los mitos y creencias sobre
el delincuente y no por la realidad objetiva de éste.

5. Lo anterior hace que la accién policiaca y de la misma “justicia”, centre sus acciones
en el delito convencional.

6. El cardcter comercial de los medios de comunicacién social los incita, en apariencia,
a dedicar grandes espacios al delito convencional. De donde surge la interrogante:
;Realmente ha aumentado la delincuencia o el miedo de la ciudadania a los actos
delictivos fomentado por los medios?

7. Se constata que la opinién piiblica cree en la necesidad de que exista un trato diferente
al infractor, segin su edad.

8. Como opinién, las personas del Valle Central, consideran que la seguridad no compete
inicamente a la policia y que la prevencién no es tarea sélo del gobierno.

9. Puede observarse que existe un cuestionamiento por parte de la poblacién, al sistema
de seguridad imperante en el pais.
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Temas de conflicto
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Edad y sexo

Figura 2:
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V Centenario y la Opinién Piblica del Valle Central

Marta E. Lopez Subirés*

Introduccién

Existe mucha polémica en torno a los 500 afios de la llegada de los espafioles al Continente
Americano. Se puede escuchar y leer las diferentes posiciones entorno al tema, pero la
mayoria de éstas proviene de académicos y politicos.

Sin embargo, se desconoce qué piensa la poblacién indigena de nuestro pais, cudles son
sus inquietudes y cudl es la percepcion del resto de la poblacién nacional respecto de ellas.

Es asi como nos propusimos intentar resolver dichas interrogantes a través de una en-
cuesta de opinion en el Valle Central.

Para tal efecto se establecio contacto con Sejtko y se iniciaron largas sesiones de trabajo
con el fin de:

e explicar la metodologia a utilizarse

o explicitar, de parte de Sejtko, cuiles eran sus intereses e inquietudes respecto del V
Centenario y que les interesaria conocer la percepcién de la poblacién del Valle Central.
Es asi como se logran determinar los primeros items susceptibles de conformar la
encuesta. '

Posteriormente, se realiza una reunién de expertos en la que participan delegados
indigenas, psicologas, socidlogas y antropologos, quienes después de arduas discusiones de-
terminan los temas definitivos de la encuesta.

El trabajo de campo es realizado por estudiantes de Introduccién a la Sociologia, grupos
01 y 15, de la profesora Pilar Ferlini el 18 y 19 de julio de 1992.

*Escuela de Antropologia y Sociologia, Universidad de Costa Rica
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La muestra respeta la densidad poblacional de las provincias de San José, Heredia,
Alajuela y Cartago, respecto de la poblacién nacional, de los cantones respecto a la provincia
y de los distritos respecto al cantén, cuotas de sexo y ocupacion. La poblacién entrevistada
es costarricense y mayor de 18 afos.

La encuesta

Para poder hacer una interpretacion rigurosa de las encuestas de opinion, debe hacerse un
ejercicio epistemolégico sobre cada pregunta y ain mds, sobre el sistema de preguntas plan-
teadas. La relacién teoria—método—técnicas debe estar presente en los estudios de opinién
piblica puesto que los simples resultados de una encuesta sé6lo sobrepasan el mero empirismo
cuando algin cuerpo tedrico permite su interpretacion. Unicamente asf las técnicas cuanti-
tativas empleadas en la investigacién de la opinién piblica pueden aportar a la comprension
de la realidad social como totalidad. (Lopez y Garita, 1991:4).

El andlisis de la encuesta arroja las siguientes areas temadticas de interés para los
indigenas (entre otras):

1 El caracter de los 500 anos y el Dia de la Raza

“El caracter festivo de los 500 afios ofende a los indios”
“Debemos celebrar con jibilo el V Centenario”

“Debe derogarse la ley que establece el Dia de la Raza"”

“El Dia de la Raza festeja sélo a los blancos”

“Los espafioles destruyeron la religién indigena”

“El Dia de la Raza ofende a los pueblos indios”

“Por suerte llegaron los espaiioles, sino seriamos muy atrasados”
“América perdié mucho con la llega de los espafioles”

“Entre mas indios tenga un pais, mas atrasado es”

Se nota la preocupacion de conocer la percepcion de la poblacién en lo referente a fechas
festivas que a través de la historia les ha afectado directamente.

Para los indigenas, estas celebraciones no debieron nunca existir, pues festeja un etnoci-
dio y se proclama un dia para la raza vencedora. Tergivesan la realidad histérica y atentan
contra su cultura y tradiciones.

Ante este bloque tematico, la poblacién del Valle Central se manifiesta de acuerdo con
la realizacion de estas fechas festivas. Sin embargo, al preguntdrseles si éstas ofenden a
la poblacién indigena, se da una distribucién de las respuestas entre los desacuerdos y los
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acuerdos. Una situacién similar se da con los conflictos relacionados con la llegada espafiola
a nuestras tierras y sus consecuencias histérico—culturales:

e 42,1% de los entrevistados considera que América perdi6 con la llegada de los espa-
fioles, contra un 40,3

® 46,4% de las personas se muestra en desacuerdo con que sin la llegada espaiiola
seriamos muy atrasados, contra un 36% que si estd de acuerdo. Esto se refuerza
con la proposicién “entre mas indios tenga un pais, mas atrasado es”, en donde el 60,1%
se manifest6 en desacuerdo.

2 La discriminacion y los estereotipos hacia los indigenas

“Esta bien que el gobierno prohiba a los indios hablar en sus propias lenguas”
“En Costa Rica hay discriminacién hacia los indios”

“En nuestro pais los indios son realmente iguales que los blancos”
“Los indios deben de cambiar su manera de pensar”

“Los indios tienen capacidad de resolver sus propios problemas”
“Los indios son muy creyenceros”

“Los indios son vagos”

“Los indios tienen poderes secretos”

“Los indios son buenos para curar”

“Los indios son unos salvajes”

“Entre mas indios tenga un pais, més atrasado es”

“Por suerte llegaron los espaiioles, sino seriamos muy atrasados”

Es interesante notar los supuestos que los indigenas tienen acerca de los estereotipos
vigentes en el resto de la sociedad costarricense. Hay un elemento importante de citar:
la preocupacién manifiesta en torno al poder hablar en sus propias lenguas se deriva de
situaciones vividas en su infancia, donde los maestros les pegaban si lo hacian bajo el
pretexto de que “se estdn burlando de mi”.

En cuanto a los estereotipos negativos hacia los indigenas, las personas del Valle Central
se manifiestan claramente en contra de tales estereotipos. En los que se refieren a sus
cualidades curativas y mdgicas, cabe sefialar que sélo un 16,5% de listados muestran un
acuerdo en cuanto a que “Los indios son buenos para curar”. Las respuestas se distribuyen
en la proposiciéon “Los indios tienen poderes ocultos” (31,1% de acuerdo, 25,6% podria estar
de acuerdo y 43,3% en desacuerdo). : )

Se encuentra un manifiesto acuerdo de que en Costa Rica se da una discriminacién contra
los indigenas (78,1% en acuerdo) y que en nuestro pais los indios no son realmente iguales
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a los blancos (67,1% en acuerdo). Esta proposicién permite diferentes interpretaciones, por
ejemplo, que hay discriminacién o que realmente los indigenas son diferentes (racismo o no).

Se considera abrumadoramente que los grupos indigenas deben mantener vigentes sus
lenguas (91,4% en:acuerdo), que no deben cambiar su manera de pensar y que los indigenas
tienen capacidad para resolver sus propios asuntos (61,3%).

3 El gobierno y la poblacién indigena

“El gobierno debe reducir el dinero que gasta en la salud de los indios”

“En Costa Rica los indios han recibido la ayuda financiera requerida”

“El Seguro Social atiende bien a los indios”

“El sistema educativo anula la identidad de los indios”

“Esta bien que el gobierno otorgue permisos de explotacién minera en las reservas indigenas”
“El subsuelo debe otorgarse legalmente a los indios”

“Hay organismos que se dicen indigenas para su beneficio econémico”

En los tres primeros temas, la poblacién entrevistada se dice estar en desacuerdo. Sélo
en la dltima preposicién un 38,3% se manifesté en desacuerdo.

Aqui se encuentra el reclamo sobre sus tierras y el derecho histérico sobre el subsuelo.

En este tema también se dan resultados sorpresivos: un 75,9% de la poblacién estd en
desacuerdo con otorgar permisos de explotacion minera en las reservas indigenas, actitud
que se reafirma con el otorgamiento legal del subsuelo a los indios (76,5% de acuerdo). A
la vez, parece existir el sentimiento de que hay organismos que se dicen indigenas para su
provecho econémico (51,2% de acuerdo).

4 Participacion en el desarrollo del pais y capacidad politica
del indigena

“Los indios participan en el desarrollo de la sociedad actual”

“Los indios deben dirigir sus propios asuntos”

“Me gustaria que un maestro indigena diera clases a mis hijos”

“En la Asamblea Legislativa debe haber al menos un diputado indio”
“Debe promoverse la profesionalizacién indigena”

“En Costa Rica un indio seria un buen presidente”

“Tenemos que aprender de los indios”
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La posibilidad de que nifios no indigenas tengan un maestro que si lo es, es la inica via
posible de contacto permanente e institucionalizado entre familias de otras razas y algin
miembro de la poblacién indigena, ya que en esta dltima, el problema de orfandad no existe:
un nifio indigena siempre tiene un hogar.

Muchas de estas preocupaciones parten de la hipétesis de que el resto de la poblacién
costarricense los subvalora. Son temas que también cabrian en el apartado II, sin embargo,
el interés primordial es conocer hasta dénde son considerados autosuficientes y capaces.

En el apartado II se vio que los entrevistados consideran capaz a la poblacién indigena
iHasta dénde llega esta percepcién positiva? Un 76,9% considera que el resto de la poblacién
nacional debe aprender de los indios, a un 56,5% le gustaria que sus hijos tuvieran un
maestro indio, un 71% considera que debe haber al menos un diputado indio. Pero si se
trata de si un indio seria un buen Presidente, el 31,8% se muestra de acuerdo, un 33,6%
podria estar de acuerdo y un 34,6% en desacuerdo.

Al mismo tiempo, s6lo un 19,7% opina que los indios participan en el desarrollo de la
sociedad actual y un 85,9% cree que debe promoverse la profesionalizacién del indio.

5 Existencia de los indios en Costa Rica

“Alin existen indios en Costa Rica”

“En Costa Rica sélo hay un grupo indigena”

“La mayoria de los costarricenses tenemos sangre india”

“Los indios siempre han sido reconocidos como costarricenses”

Este apartado muestra el interés de conocer el grado de informacién que tienen los
entrevistados acerca de los indigenas.

Pareciera que existe una buena informacién acerca de la existencia de los indios en Costa
Rica y que son mds de un grupo (sélo un 6% y un 9,4% se declararon en desacuerdo, respec-
tivamente). De igual manera, existe un buen nivel de conocimiento de que no siempre los
indigenas han sido reconocidos como costarricenses (69,8% de acuerdo con la proposicién).

Llaman la atencién las respuestas al conflicto “La mayoria de los costarricenses tenemos
sangre india”: 61,1% dio una respuesta afirmativa, contra lo esperado si se parte del mito
de que “Costa Rica es la Europa de Centroamérica”.

La variable que ofrece mayor diferenciacién en la opinién piiblica es el nivel educativo.
Asi por ejemplo, se encuentra que en conflictos tales como “Debemos celebrar con jibilo el
W Centenario” y “Los indios tienen poderes secretos”, conforme aumenta el nivel educativo,
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aumenta el desacuerdo. Otro ejemplo es el tema “Por suerte llegaron los espafioles, sino
seriamos muy atrasados”, los mayores desacuerdos se encuentran en las personas con edu-
cacién universitaria completa e incompleta y por aquellas personas que declararon tener
ninguna educacién (un promedio de 62% en desacuerdo). Un segundo bloque lo confor-
man las personas con educacién secundaria, técnica y primaria (36,6% de desacuerdos en
promedio). ;

Cuadro |
La opinién publica / religién, 1992

Conflicto ; Sin relig. Catélico Catélico | Evangel. Otra relig.
no practic. | pract. relig. protest.

Ar-=D A D A D A D A D
Asamblea 1 dip. indio 851 371682 .37 4 TO5 -9 | 709 #8.1 | 892 8,3
Celebrar V Cent. 37,0481 |. 474 37,5 | 36,3 23,9 | 31,0 42,6 | 58,2 _ 33,2
Gob. prohiba lengua 230 768.1] 25 978] 68 900 ] 48 934 0 100,0
Indios capc. prop. 520 28,0°1"T1,2 721,2'1'60,0" ' 26,9°]°57,3*" 19,5°1-66,6 8,3
Gob. reduc. gasto salud ¥, 3072950 537984 4 9T 8T,91) &Y ~:963 0 100,0
Derogar Dia Raza 59,2 259|225 549 {278 535|180 63,8 | 181 - 473
Org. se dicen indios... 57,6 256 |.457 295 | 50,6 29,5 ]| 50,9 33,4 | 90,0 0
Esp. dest. relig. ind. 740 185|653 166 53,3 295|666 18,1 (83,3 83
Dia Raza ofende ind. 74,0 38,1 | 453 40,1 | 36,2 44,1 | 423 37,2 | 249 41,6
Indios son salvajes 33,3 - 66,6°| “8,7 90,2 | 8,2 " 88,57 11,2 785.3 0 99,9
Seg. Soc. atiende bien ind. | 20,0 48,0 | 2,9 83,5 ] 12,0 66,2 | 3,7 64,1 0 66,6
Am. perdié mucho 77,7 185 ] 424 349 | 36,7 463 | 524 244 | 453 454

FUENTE: Encuesta V Centenario, 1992. Agorametria de Costa Rica. Elaborado per la autora.

Cabe sefialar que una variable de diferenciacién, constante, es la religién. Aparece como
significativa en el 33% de los conflictos de la encuesta, constituyéndose en la segunda variable
de diferenciacién en importancia. En ella encontramos las siguientes proposiciones:

¢ En el tema de un indio como diputado se puede observar que son los catélicos prac-
ticantes regulares, seguidos por los evangélicos—protestantes y los de otras religiones
quienes manifiestan un mayor desacuerdo. Si se trata de la capacidad indigena apare-
cen los catdlicos no practicantes y los catdlicos regulares como los grupos que menos
creen en la capacidad de la poblacién indigena.

e En cuanto a las festividades oficiales, aparecen de nuevo los catélicos regulares como
el grupo que mas las apoya y que menos cree que éstas ofenden a los indios.

o Las personas que se dicen sin religién son quienes consideran a los indios como salva jes,
que el Dia de la Raza no los ofende, que se les debe prohibir hablar sus propias lenguas
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y que no tienen capacidad. Son quienes mds apoyarian una reduccién de los gastos en
salud para los indios, asi como que los espafioles no destruyeron la religién indigena
y que el Seguro Social los atiende bien.

La figura 1 representa el circulo de correlaciones asociado al Andlisis en Componentes
Principales [1, 2] de la encuesta de opinién piblica de 1992, y las figuras 2 y 3 el plano
principal asociado donde se representan respectivamentelas modalidades correspondientes a
la religion, estado civil y nivel de educacién, por una parte, y al sexo y los niveles de edad,
por otra parte.

El primer cuadrante de la figura 1 (arriba a la derecha) estd constituido por temas que
se oponen a las festividades, al efecto negativo de los espaiioles ¥ al abuso por parte de
organismos que se dicen indigenas. Es un cuadrante que parece expresar un buen grado de
informacion y por ende un sentimiento de INCONFORMIDAD. Es el cuadrante de las ofensivas
que se desarrollan sus ataques contra lo prohibido.

;Quiénes tienen ese sentimiento? Son los hombres y las personas con edades entre los
25 y 34 afos, con educacidén universitaria, separados, sin religién o evangélicos protestan-
tes. Por ocupacién son los profesionales liberales, los cuadros intermedios, técnicos, los
estudiantes, las amas de casa cuyo jefe de familia es patrono o de profesion liberal.

Opuesto a este cuadrante de inconformidad (abajo a la izquierda), se encuentra el RETO,
definido por temas relacionados con los estereolipos, la inexistencia de discriminacién y la
real participacidn de los indios en la sociedad actual. Es una especie de fortaleza en donde
se defiende, como en ningin otro lugar, los valores, las reglas, las normas o los estereotipos
de que se ha dotado la sociedad ;DESINFORMACION? ;REPLIEGUE?

Son las mujeres, las personas de 60 afios y mas, los viudos, con ninguna educacién o
educacién primaria, catélicos practicantes regulares, personas que viven en casas prestadas
y se dicen cercanos al PUSC. Son las amas de casa, los choferes del sector privado, las
empleadas domésticas y los artesanos, los trabajadores no especializados. Estas ocupaciones
se repiten para los jefes de familia agregandose los jefes de familia.

La polémica que opone a los otros dos cuadrantes se centra en los valores positivos sobre
el indio vrs. los negativos.

Al segundo cuadrante lo definen temas referentes a los estereotipos negativos, a la cre-
encia de que a los indigenas se les debe reducir la ayuda pues son bien tratados, a que ellos
son sindénimo de atraso y que deben cambiar, asi como a que se deben otorgar permisos en
las reservas indigenas; es la INTRANQUILIDAD {percepcion negativa, la INDIFERENCIA).

~ Este sentimiento es representado por los jévenes ( 18-24 afios) y las personas entre 55
y 59 afios, los que viven en unidn libre y que tienen estudios de secundaria. Se definen
politicamente como de extrema derecha o indiferentes. Son los pensionados, los patrones
de empresa y comercio, el pequefio ¥y mediano comerciante, el guarda del sector privado y

R
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las amas de casa cuyo jefe de familia es pensionado, empleado o desempleado.

En oposicién a éste, aparece la SEGURIDAD (abajo a la derecha), en donde se dan pro-
posiciones que hacen referencia a la capacidad indigena, al reconocimiento de su existencia,
su herencia y conocimientos, que se deben aprovechar, asi como al reconocimiento de que
existe discriminacién. Son demandas simultineas de mads libertad, de igualdad y solidari-
dad que provienen de una reivindicacién que parece legitima: se vuelve a las premisas de la
Declaracién de los Derechos Humanos, el DEsAFio.

Son las personas con edades entre los 35 y 54 aios, divorciados, de otra religion y
catélicos no practicantes. Son los profesionales del sector piiblico, los maestros y profesores,
los guardas piblicos y los trabajadores especializados.

Conclusiones

¢ Existen posiciones diferentes entre los indigenas y el resto de la poblacién del Valle
Central en torno a las fechas festivas del Dia de la Raza y el V Centenario.

e A pesar de la constatacién anterior, un 41% de la poblacién entrevistada concuerda
con ellos en que dichas fiestas los ofenden.

e 44% de la poblacién defiende la herencia cultural indigena y no la ve como factor de
subdesarrollo.

¢ La existencia de indios no es percibida como factor de atraso, respuesta no esperada
por los compaiieros indios, si se toman en cuenta los estereotipos que se tienen de
paises como Guatemala y Bolivia.

¢ Los estereotipos negativos esperados no se dan.

o Existe un apoyo para salvaguardar la cultura indigena y que son ellos quienes deben
establecer las vias, o al menos, ser sujeto en la toma de posiciones.

e Se da un claro reconocimiento de que la ayuda gubernamental para los pueblos
indigenas ha sido insuficiente.

¢ Se da una defensa parcial al sistema educativo vigente en cuanto a su responsabilidad
en la anulacién de la identidad india.

¢ La poblacion entrevistada considera capaz a los indigenas. Las frecuencias de las
respuestas se convierten en resultados inesperados para los formuladores de dichas
inquietudes.

¢ El conocimiento que se encuentra a través de la encuesta acerca de la realidad indigena
no fue el esperado.
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¢ El mito de que la poblacién coatarricense es mayoritariamente blanca, sélo se da en
el 19,6% de la poblacién entrevistada.

¢ Existe un apoyo a las demandas indigenas de su derecho al subsuelo, demandas pre-
sentadas por Sejtko a la Asamblea Legislativa.

e Se encuentra una notable diferencia en las opiniones emitidas por las personas que se
declararon catélicos practicantes regulares y los no practicantes, siendo estos iltimos
un poco mas abiertos a la realidad indigena que los primeros.

¢ Los catolicos regulares se asemejan en casi la mitad de sus posiciones a los evangélicos—
protestantes. Las diferencias se dan en los temas relacionados con los dias festivos, en
si América perdié con la llegada espafiola y en la atencién del Seguro Social, donde
los catélicos manifiestan una opinién maés cercana al discurso oficial.

e Por edades, partiendo de los mas jovenes, parece que el camino de la estructura de
opinién va de la indiferencia a la inconformidad, de ésta a la seguridad para terminar
en el repliegue.

¢ Si se toma la educacidn, la trayectoria es repliegue-indiferencia—inconformidad, (de
ninguna a educacién universitaria completa).

¢ La posicién politica (de la izquierda a la extrema derecha) pasaria de la inconformi-
dad al repliegue a la indiferencia. Es interesante notar que ninguna posicién da el
sentimiento de seguridad.

e Si lo que se trata de evidenciar es el comportamiento de los diferentes sectores pro-
ductivos, se tiene que arranca de la indiferencia (sector informal y trabajador familiar
no remunerado), pasa a la inconformidad (empleados y obreros del Estado) y termina
en el repliegue (trabajador por cuenta propia, patrono o socio activo y empleados y
obreros del sector privado).
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Procesos de Conteo y Analisis de Supervivencia

Jaime Lobo*

Resumen

En este articulo doy un recuento general del problema del andlisis de supervivencia,
y de los métodos matemadticos que se han elaborado al respecto. Daré mayor interés al
vinculo con la teoria de los procesos de conteo, limitando la discusién al caso univariado.

1 El planteamiento clasico del analisis de supervivencia

Sea T una variable aleatoria positiva, tiempo de vida de un bombillo, por ejemplo, de
distribucion F. La funcién de supervivencia S se define por:

S5(t)=1-F(t) = P(T > t)

Si S es positiva y diferenciable podemos definir la tasa de averia o tasa de infensidad
(“hazard rate” en inglés ) como :

()= lim P(T < t+h|T 2 1) = _iloﬁ%@

y tenemos la relacién : .

5(t) = exp (— /Ot I(u)du)

t
La medida I definida por L(]0,t]) = [ i{u)du es llamada intensidad o medida de

aver{a o medida de intensidad . Una extensa discusidén de estos conceptos asi como de sus
aplicaciones en modelos particulares puede hallarse en el texto de Kalbfleisch y Preatice [3].

Se pueden generalizar estos conceptos sin restricciones sobre la funcién de supervivencia
recurriendo a la nocién de la integral producto (o integral de Volterra). Denotando por
[] esta integral es posible demostrar que en un cierto intervalo las relaciones siguientes se
cumplen :

*Escuela de Matemadtica, Universidad de Costa Rica
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()= [T (1 = L({s}))exp (~L°(1))

s<t

t S(du)
o S(u-)

siendo L° la parte continua de L, con lo que se establece una relaciéon biunivoca entre

L(Jo,#)) = -

funciones S y L. Esta generalizacion es mas reciente y ha sido sistematizada por ciertos
autores para replantear la teoria de procesos de conteo en un marco funcional (ver Gill y
Johansen [1], por ejemplo).

El problema general del andlisis de supervivencia es el de construir y analizar modelos
en diferentes situaciones para las funciones de supervivencia, o, lo que es equivalente, para
las funciones de intensidad y el de establecer métodos estadisticos para estimar y probar
hipé6tesis sobre § y L.

Para ello en las llamadas pruebas clinicas se efectian experimentos siguiendo los tiem-
pos de muerte (o averias) de diversos individuos a partir de su fecha de entrada (estudios
longitudinales o de seguimiento , “follow-up studies”). La poblacién en estudio es lamada
generalmente cohorte. Cuando unidades experimentales (individuos) estdn todavia en ope-
racién (vivos) en el momento de clausura de la investigacién y sus subsecuentes tiempos de
averia son desconocidos, los datos de mortalidad son incompletos. Lo mismo si unidades de
observacién se pierden voluntaria o involuntariamente. La dificultad del andlisis de super-
vivencia proviene precisamente de que, en general, los datos disponibles son incompletos,
por lo que la teoria debe adaptarse a esta situacién especifica.

;Cémo terminan las observaciones? Si el individuo no ha muerto todavia, se pueden
presentar diversas situaciones:

e el tiempo de observacién es preasignado en un tiempo fijo (fecha calendario); los datos
resultantes son denominados truncados (censura tipo 1).

e el tiempo de observacién termina cuando un determinado nimero de muertes han
ocurrido. Los datos se laman censurados (censura tipo 2).

Asi entonces en la censura 1 el niimero de muertes es aleatorio mientras que en la
censura 2 es el tiempo de término el que es aleatorio. En ambos casos los tiempos de
muerte individuales son aleatorios. .

Se distingue en este tipo de estudios entre tiempo calendario y tiempo de seguimiento
de cada individuo, lo que graficamente-se representaria asi:
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(1) @ * (1} ©- *
{2) S * (2) & #
(3) F———e— 3} & &
(1) = * {(4) & -
(s) & - {5) B -
tiempo calendario tiempo de seguimiento
o = entrada * = sale vivo e — muerto

A partir de las observaciones (truncadas, censuradas}, se trata de estimar la funcién de
supervivencia o la intensidad. Se trata de un problema no paramétrico donde los métodos
clasicos como el de Kolmogorov-Smirnov o de Wilcoxon fallan, pues los datos son incom-
pletos, aunque en algunos casos se pueden modificar.

Kaplan y Meier introducen en 1956 un estimador de la funcidén de supervivencia, que
actualmente se interpreta asi : es, en la situacién de observaciones censuradas de una
distribucion de vida, el producto limite de Volterra de la funcién de intensidad acumulada
empirica. La funcién de intensidad acumulada empirica es el estimador dado por Nelson
posteriormente y generalizado por Aalen (estimador de Nelson—Aalen). En [3] se puede
hallar una presentacién clasica de esta teorfa, y en [1] un enfoque mas moderno con la
nocidon de integral producto.

Siguiendo a Gill se puede plantear asi : en un modelo de censura cldsico, se tienen
Ty, ..., T, tiempos de vida independientes equidistribuidos de distribucién F'y superviven-
cia § y sean Cy,...,C, variables aleatorias independientes equidistribuidas de censura, de
distribucion de supervivencia H.

Sean: )
7 =min(Ti, i)y Di=lnecopi=1...,n
los datos realmente observados. Defina:

Malt) = ST <y Di- 1)
Yo(t) = %#{i:T{“zt}
La(t) = /,tYn‘ldNn

0

———-—L
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Sa(t)- = f[(1-dL,.)
0

Entonces 5, es el estimador de Kaplan-Meier de S y L, el estimador de Nelson—Aalen
de L. Se puede deducir de estas relaciones y de la ecuacién de Duhamel que el proceso
S5(t)/Sn(t) — 1 es una martingala cuadrado integrable, lo que justifica el uso de las técnicas
del calculo estocastico en estos problemas.

2 Interpretacion en términos de procesos de conteo

Un enfoque diferente al clasico del andlisis de supervivencia consiste en modelar cada trayec-
toria o historia de vida individual como un proceso estocdstico. Esto se logra de la manera
de una manera muy sencilla: si T es el tiempo de averia (o muerte) de cada individuo se
define el proceso en tiempo continuo definido como 1 en el intervalo [0,7] y 0 fuera de él.
Se trata pues de un proceso de conteo, en la terminologia del analisis estocastico. El aporte
decisivo para este planteamiento fue el dado por Aalen [4]. El marco matematico es el de los
procesos de conteo multivariados y de integrales estocasticas , la teoria asintética es basada
en el teorema del limite central de martingalas como veremos a continuacion.

Para entender el planteamiento de Aalen debemos introducir algunas nociones bisicas
sobre los procesos de conteo univariados . Una exposicion clara de este tema es dada en
[2]. Consideramos un espacio de probabilidad completo (2, F, P) y una familia creciente,
continua a la derecha (F;,t € [0,1]) de subsigma &lgebras de F. Un proceso estocdstico
N = (N(t), t € [0,1]) es llamado un proceso de conteo si cada realizacién de N es una
funcién escalonada continua a la derecha con un nimero finito de saltos, de altura 1. Se
pone N(0) = 1 y ademas N es adaptado a (F;) y suponemos E(N(1)) < co. Como N es
una submartingala, tenemos de la descomposicién de Doob—Meyer:

N=A+M

donde A es un proceso creciente predecible y M es una martingala.
Si se supone que A se escribe:

At) = /0 " L{ds

donde L es un proceso adaptado a (F;) con limites a la derecha, entonces M es una mar-
tingala cuadrado integrable con proceso de varianza:

MM > (1) = /0 oG

El proceso L es llamado intensidad de N. Se justifica por la propiedad:




PROCESOS DE CONTEO Y ANALISIS DE SUPERVIVENCIA 179

i PNVGAD) = N@O =1[F) _ . ENE+R)=NOIF) _
h—0 h h—0 ) !
2.1 El modelo de intensidad multiplicativa: definiciones generales

Se considera un modelo estadistico P = {Py,# € O}, familia de probabilidades en (1, F').
Aalen supone que para cada 8 € O, el proceso intensidad L? con respecto a (F, Py) existe
y que aiin més existe un proceso Y (F;)— adaptado y funciones of tales que:

L’(t) = P ()Y (1), t€0,1]

donde of es deterministico, mientras que Y no depende de 6. Se requiere que las trayectorias
de Y sean no negativas y continuas a la izquierda con limites a la derecha, a’ es también
no negativo.

La inferencia estadistica en el modelo de intensidad multiplicativa en el tiempo ¢ es
basada en la observacién de (N(s),Y(s),0 < s <t<1), o mds generalmente en la obser-
vacién de la familia (F;,0 < s < t). Se pueden encontrar discusiones sobre la clasificaciéon
de modelos con la estructura anterior y condiciones sobre a con el fin de parametrizar el
modelo.

Ejemplo: ([2]): Si N estd definido por N(t) = #{i : X; < t}, donde X;,i = 1,...,n
son variables aleatorias independientes positivas de misma distribucién con intensidad g.
Entonces se puede calcular L directamente y obtener:

L(t) = g(t-)(n - N(t-))

y por lo tanto:
oft) = g(t-), Y(t)=n-N(t-)

2.2 El modelo de intensidad multiplicativa: estimacién
El razonamiento de Aalen para estimar a es el siguiente: simbélicamente se puede escribir:
dN = a(t)Y(t)dt + ruido

por lo tanto un estimador natural de:

B(t) = '[ as)ds

seria:

L 'Y (s)"1dN(s)
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Sin embargo, como Y = 0 puede ocurrir, para contemplar esta posibilidad el problema
es replanteado definiendo:

(1) = /0 a(s)J(s)ds, t€[0,1]

donde:
J(s) = 1(Y(s) > 0) = variable indicadora del evento {Y (s) > 0}

Interpretando J(?)/Y(#) como 0 siempre que Y () = 0 y suponiendo que existe una
constante ¢ > 0 tal que Y (t) < ¢ = Y(t) = 0 casi siempre, el estimador de 3* es definido
por:

B0 = [ I/ (N (o)

Se cumple ahora que 8" — #* es una martingala cuadrado integrable con proceso de
varianza:

<75A =@ > ()= /Ot a(s)J(s)/Y (s)ds

El comportamiento asintético de los estimadores y de los tests de hipétesis sobre a
pueden entonces ser estudiados gracias a los resultados sobre comportamiento asintético y
distribuciones limites de martingalas.

2.3 El problema de la censura en el modelo de intensidad multiplicativa
Una ventaja importante de la formulacién general del modelo de intensidad multiplicativa

es que se adecua a muchos tipos diferentes de censura.

Supongamos que el intervalo de tiempo donde el proceso es observado es determinado
por un proceso indicador C(F;)— adaptado, es decir C' es la variable indicadora de un
conjunto de [0,1] x Q. Si C es predecible (en particular si es continuo a la izquierda), el
proceso censurado:

t
NC(1) = / C(s)dN(s)
0
tiene como proceso intensidad:

a(1)YC(1) = a(t)Y (1)C(1)

Esto se ve observando que:

NO() = /: C(s)a(s)Y(s)ds + /Ot C(s)dM(s)

donde el dltimo término es una martingala cuadrado integrable, siendo la integral estocastica
de un proceso previsible con respecto a la martingala M. Un estudio de las “observaciones
censuradas de N” es asi equivalente al.estudio del proceso de conteo N® con intensidad
multiplicativa oY ©.
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Es importante hacer notar que no se restringe que el proceso de censura sea adaptado
a la familia autoexcitada de sigma-dlgebras (N;) generada por el proceso N. Esto permite
la dependencia del mecanismo de censura de influencias aleatorias externas fuera de los
eventos del proceso de conteo mismo. Un ejemplo muy simple es el lamado modelo de
censura aleatoria, donde el proceso de censura es estocdsticamente independiente de N.

2.4 Prueba de una muestra

Sea (N (t),t € [0, 1]) un proceso de conteo unidimensional con proceso intensidad a(t)Y (t).
Se quiere probar la hipétesis Hyp : @ = ap, donde ag es dada. Sean J y §” definidos por N
v defina:

bg(z) = /0 " ao(s)J(s)ds
Bajo Hy, " — B§ es una martingala cuadrado integ::able con proceso varianza:
< BN - B >= /U t ao(s)J(s)/ Y (s)ds
Si K es un proceso previsible acotado c. s., entonces bajo Hp:
2(0) = [ K(s)d8"(5) - dgh(s))

es una martingala cuadrado integrable con:

<Z,Z> (t) = jut K?*(s)ao(s)J(s)/Y (s)ds

Resulta que es posible obtener como corolario del teorema del limite central de martin-
galas de Rebolledo [5] una ley limite para el proceso Z:

Teorema: Sea N(™), n € IV , una sucesién de procesos y sean Z(™ los procesos definidos
por cada proceso. Entonces si: :

-1/2
an = (< 2,20 > (1)) :
la sucesién de procesos a,Z (n) converge en distribucidn al proceso de Wiener standard.

En particular, U™ = Z(")(1)(< 2("), Z(") > (1))~1/2 posee una distribucién asintética
gaussiana standard y puede ser usada para probar Hy.

B ——
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Observaciones finales

La breve exposicién anterior muestra cémo el problema complejo del andlisis de los datos
de supervivencia puede inscribirse en el marco de los procesos de conteo, permitiendo asi
la aplicacién de las técnicas del cilculo estocistico. En el modelo de Aalen se inscriben en
efecto la mayoria de los modelos clisicos de datos censurados. Aunque lo he omitido en este
informe, es posible también incluir en él los modelos multivariados, es decir poblaciones con
funciones de supervivencia de diferentes tipos, en cuyo caso se recurre a procesos de conteo
multivariados (ver [2] para una discusién general de este problema).

Como se pudo hacer notar, el estimador de Aalen, a diferencia de la mayoria de los
estimadores cldsicos, se obtiene de una manera casi heuristica sin recurrir al principio de
maxima verosimilitudi. Sus buenas propiedades se derivan mdas bien del estudio de su com-
portamiento asintético, para lo cual se emplean resultados muy fuertes de teoremas del
limite central para martingalas. El punto de vista expuesto en Gill, por medio de la teoria
de la integral producto, es muy cercano al de Aalen. Sin embargo, sus ideas estin mas
ligadas al método de Von Mises, es decir a la teoria del andlisis funcional.

Se puede entonces afirmar que sin lugar a dudas la teoria de los datos censurados ha
logrado dar un gran salto en la década pasada con la introduccién de este punto de vista.
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Estrategias de aprendizaje en tiempo minimo*

Joan Muntean' Neculae Vornicescu?

1 Introduccién

Con el objeto de obtener conocimientos en un dominio dado en el transcurso de varias uni-
dades fijas de tiempo (dias, semanas, etc.), una persona toma para prepararse, un intervalo
en cada unidad de tiempo. Se pone el problema de determinar estos intervalos de tal forma
que al final se obtenga el minimo necesario de conocimientos y la suma de los intervalos sea
lo mds pequena posible.

G.F.Raggett, P.M. Hempson y K.A, Jukes [6] elaboraron un modelo matemdtico para
el aprendizaje y resolvieron el problema de 6ptimo con ayuda del principio de médximo de
Pontriaghin.

El andlogo continuo del problema fue tratado por H. Bondi [2], con ayuda de métodos
del calculo variacional y W. Woodside [7] resolvié el problema con ayuda de técnicas de pro-
gramacion matematica. Finalmente M.S. Klamkin [4], dio recientemente una solucién con
métodos elementales basada en la desigualdad de Cauchy y en consideraciones geométricas.

En el presente trabajo se desarrolla y se fundamenta el método de M.S. Klamkin y se
investiga el problema de éptimo en presencia de limitaciones superiores de los intervalos.
En la seccién 2 se describe el modelo- matematico discreto del aprendizaje y se resuelve el
problema de la existencia de las soluciones admisibles. La seccién 3 contiene los resultados
tedricos necesarios para el estudio de las estrategias 6timas. En las secciones 4 y 5 se
deducen las férmulas para calculo efectivo de las estrategias optimas en ausencia o en
presencia de limitaciones de los intervalos. La 1dltima seccién comprende ejemplos numéricos,
conclusiones y comentarios.

*Presentado en el Simposio y traducido del rumano para su publicacién por Edwin Castro.
"Universidad Babes-Bolyai, Cluj-Napoca, Rumania
'Universidad Técnica, Cluj-Napoca, Rumania
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2 Modelo matematico del aprendizaje en tiempo minimo

Se denota con n > 1 el nimero de unidades de tiempo en el transcurso de las cuales se va
a desarrollar el programa de preparacién: participacién en cursos, seminarios, laboratorios,
proyectos, examenes, estudio individual, conferencias, etc. Se denota con ¢y el volumen
inicial de conocimientos del dominio abordado con el cual el estudiante entra en el programa
de preparacién y ¢ > ¢ el nivel minimo de conocimientos que se desea alcanzar al final del
estadio de preparacién. Tomando en cada una de las n unidades de tiempo los intervalos
de preparaciéon dy > 0,..., respectivamente d,, > 0; los experimentos ponen en evidencia
las siguientes constataciones, admitidas aqui como hipétesis:

a) El volumen ¢;4; de conocimientos alcanzados en las primeras i+ 1 unidades de tiempo
es proporcional a la raiz cuadrada del intervalo d;;; afectado por el estudiante para
la preparacién en el transcurso de la unidad de tiempo i + 1.

b) El volumen ¢;4; es proporcional con el volumen ¢; de conocimientos alcanzados en las
primeras ¢ unidades de tiempo. *

Las hipétesis de mas arriba conducen a la relacién de recurrencia:

Ciy1 = me; + ey/diyr, 1€ {0,1,...,n—1} (1)

y a la restriccion final:
Cn=c (2)

Aqui e > 0 representa la eficiencia del tiempo afectado en la preparacién ym, 0 < m <
1 representa el coeficiente de memorizacién (existen situaciones cuando los pardmetros e y
m pueden depender de 7).

Observemos que en las condiciones de mads arriba, tenemos e > 0. En efecto si e = 0 de
(1) (2) se llega a la contradiccién:
= =M=, = mzcn_g =mepg<eg<e
Por este motivo, en lo que sigue vamos a admitir que e > 0.
De (1) podemos determinar el valor de ¢,. La relacién homogénea de recurrencia aso-

ciada a (1) es:
Siyq = Mg iE{O,l,...,n—l} (3)

que conduce a ¢; = am' con a € IR, lo cual sugiere que se puede buscar la solucién de la
relacién de recurrencia (1) en la forma (3), es decir:

c=om' i€{0,1,...,n—1} (4)
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sk

Si suponemos al principio que m > 0 y sustituyendo (4) en (1) tenemos:

o:,-+1=a,-+em""—]\/d,-+1, i€ {0,1,...,n—1}

de donde después de sumar estas desigualdades se obtiene:

0y = aa+ezm"\/ri—e

=1

entonces:

Como ag = ¢, obtenemos:
n '-
ch = ot (60+ezm"\/d_.') zolsviafl)
=1

Cuando m = 0, de (1) con ¢ = n — 1 deducimos:

cn = €\/dn, (6)

Asi si dy,ds,...,d, son nimeros no negativos dados y ¢g,c¢y,...,¢, €5 una sucesion
que satisface (1), entonces ¢, se calcula segin las féormulas (5) 6 (6) segiin sea m > 0,
respectivamente m = 0. Reciprocamente de (5) y (6) resulta que ¢g,...,¢c, verifican la
relacién (1).

Denotamos con D el conjunto de todos los sistemas d = (d;,d,,...d,) de n nimeros
d; >0 Vie {1,...,n} para los cuales se verifica (1) y (2).

Los elementos del conjunto D se llaman estrategias (admisibles) de aprendizaje.

Cuando e >0y 0 < m < 1 de (2) resulta que (5) se puede escribir como:

n

Zm_i\/(i_; = 7, donde . ras AL , (7)

n
2 | BN

y el conjunto D toma la forma:

n
D={d=(d,...,dn) ER*0< d; Vie{l,...,n} y > m7*Vdi=r,}
=1

En relacién con el modelo matamatico de aprendizaje se proponen los siguientes proble-

mas:
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P, jExiste al menos una estrategia de aprendizaje?

P, ;Existe una estrategia d* = (d},...,d}) € D para la cual la suma de los intervalos
destinados a la preparacién sea minima?, es decir:

Zn: di < idi
i=1

=1
para cualquier d = (d,,...,d,) € D

Las soluciones del problema P, se llaman estrategias optimas.

En el modelo presentado mds arriba se permite -que los intervalos d; sean grandes,
esto no concuerda siempre con la realidad y con la “higiene del trabajo intelectual”. Por
consiguiente, se recomienda la modificacién del modelo incluyendo la hipétesis de que los
intervalos d; no sobrepasen un limite preestablecido do > 0 es decir d; satisfaga también:

d;<dy Vie{l,2,...,n} (8)

El conjunto precedente D se sustituye ahora por: !
D'={d=(dy,...,d,) € D|d; < dp Vie{1,2,...,n}}

y los problemas P, y P; se van transformar en los correspondientes P{ y Pj referentes al
conjunto D’ que incluye las restricciones (8) de limitacién de los intervalos.

Los problemas Py y P se resuelven inmediatamente. Se busca para ello una solucién

“uniforme” del problema P, es decir con intervalos iguales entre ellos d; = ... = d, = §; si
m > 0 de (2) y (5) se obtiene ¢ = ¢, < m"[co + €5, (m)V/é] donde:
1-m"

Sn(m) = m cuando m <1 (9)

¥ 5a(1)=n.

Cuando m = 0, de (2) y (6) deducimos que ¢ = ¢, < ev/6. Asi pues en ambos casos es
necesario que:
[ ¢ — com™

2
m] > 0 con la convencién S§,(0) =1 (10)

Y se tiene que dy +. .. +d, = nd. Reciprocamente para cualguier / verificando (10) tenemos
que Q o “i \\e D. Se observa luego aue o yrahlema, B tiene e sl silasds

o> [ - [ a
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En efecto si (di,...,d,) € D' de (2), (5) y (8) deducimos:
¢ = ¢, < m"[co + €Sn(m)V/do)
cuando m > 0 y de (2), (6) y (8) se deduce que:
c=cn < eVdo

cuando m = 0, es decir en ambos casos se llega a (11). Reciprocamente si admitimos (11),
2
.
para cualquier nimero é entre los nimeros [S_(En—)] y do se tiene que (4,...,8) € D’
n

cuando m = 0 los problemas P, y p) se resuelve en forma semejante. En este caso para

cualquier solucién (d},...,d:) del problema P,, de (2) y (6) hallamos que ¢ = ¢, = e\/d%
2

2
de donde d = g resultad =0 Vie {1,...,n-1} yd} = 2 Reciprocamente
n e ] n e

2
(0, . (g) ) € D' es la tinica solucién de P,.

2
- LY J - c .’ ” -
Luego bajo la condicién suplementaria dg > (E) la solucién precedente es la tinica del

problema P;.

3 Condiciones de 6ptimo

En esta seccién se presentan los resultados técnicos necesarios para la solucién de los pro-
blemas P, y P; bajo la hipétesis 0 < e, 0 < m < 1 sobre los pardmetros que aparecen en
el modelo descrito en la seccién precedente. La resolucién del problema P; se basar4 en el
caso de igualdad en la desigualdad bien conocida de Cauchy-Hélder [3].

3.1 Proposicion:

Sin > 1 es un nimero natural p y ¢ nimeros mayores que 1 con
| B )
=)
P9

& y b;, i € {1,...,n} son nimeros reales no negativos, respectiva y estrictamente positivos,
entonces tiene lugar la desigualdad:

Zn)a-be 2 (Z af)% (E b?) % (12)

=1 i=1 =1

En (12) se cumple la desigualdad si y solo si existe A > 0 tal que:

a:-’_l = Ab;, Vi€ {l,...,n}
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Vamos a establecer ahora un resultado 1til para resolver el problema P, para esto se da
un nimero natural n > 2, un nimero real ¢ > 0 y los ndimeros reales by,...,b, verificando:

Uhp < b, (13)

y se considera el conjunto:

A={(a1,...,a,) ER"|0 < a; < tv_.Za,-b.- Vie{l,...,n}}

=1
- Es claro que (0,...,0) € A. Luego A # {(0,...,0)} si y sélo si

lzt-ib;_ _ (14)

i=1

En efecto, si existe (ay,...,a,) € A\ {(0,. ...,0)}, entonces

i ajbj £ t‘:j a;b; i b;
F=1 =1

=1

= =1
lo cual implica (14), luego, admitiendo (14) y poniendo a; = (E b,-) Vi€ {1, .,08
=1

tenemos (ai,...,a,) € A\ {(0,...,0)}.

lSuponi_endo que se cumple (13) y denotando:

S;=bi(b¥+ . 44 bbi ¥ +biby), i€ {140} (15)
tenemos que 51 < §3 < ... < 5, pues:
(b3 + ...+ b})(biy1 — bi)

Si11 —8; = >0
“ (B2 4. 02+ bibipr+ ...+ bibn) (02 % ... + 62, +hig1bigz+...+Dbigaba) ~
para todoi € {1,...,n—1}.
A la par de (14) también introducimos la condicién:
n
t> b < by (16)
1=1

y observamos que, de-acuerdo con (14), (15) y (16), se tiene que:

1 bn

3 g & peohin Ftiene
Qg raip Sas pivibig

A
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Por lo tanto, existe un tnico k € {1,...,n — 1} tal que:

Ly s Sk+1 : “ (17)

3.2 Proposicién:
Si tienen lugar las condiciones (13), (14) y (16), entonces V (a;,...,a,) € A se verifica la
desigualdad:

n n 2 s - n =1
Za,?z (Za,-b,-) {(n—k)t2+[1—t(bk+1+...+bn)]2 (be) } (18)

1=1 i=1

Demostracién: De (17) resulta:

1 1

< WVie{k,...,n-1
b1+ .o+ by T bigr .o F by ¢ . ;

t< Sk =

por lo tanto los nimeros:

=1

t
= i € {ky...,n—1 19
1—t(big1 + ...+ by) i€k, } (19)
estan bien definidos y son positivos.
Para todo (ay,...,a,) € A se tiene:
a; < t;z:a;b; vie{l,...,n},Vie{k,...,n=1} (20)

n : i
En efecto denotando § = tZa;b; tenemos ; > § VIe {1,...,n}y S < tZa;b; +
=1 =1

tS Z b; lo cual conduce a (20).
I=i41

t : i
a; <5< L OB
s l-t(bi+1+---+bﬂ)§ E "g; £

i
Observe que, si Za;b; =0 Vie{k,...,n— 1} de (20) sigue que a; V j € {1,...,n} y
I=1 :
(18) estd demostrado. Por consiguiente, se puede suponer que:

S ab#0 Vie{k,...,n—1} (21)
=1
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Vamos a verificar (18) bajo la hipétesis (21) admitiendo en principio que n > 3.
En este caso los numeros ¢; dados por (19) verifican

b
TR S SN Tl A 2
<b¥+...+b'-2 Vie{k+1 n—1} (22)

Este hecho se ve claramente de las relaciones:
: b;
b2+ .07 + bi(big1 + ...+ by)

t< Sk <

Asociamos a cada sistema (ay,...,a,) € A la funcién f : {k,...,n — 1} — R definida
por la férmula: -

(14 t(big1 + ...+ ba)?
(G]b] +...+ a;b;)z

fG) = (n—i+ (a2 4 60)

(23)
af ...+ af
= ] rei 1 1
= tz(albl +...4+ ﬂ;‘b,‘)z
y probemos que:
FE+1) > f6) , Vi€ (k... ,n—1) (24)

Para simplificar la escritura, introducimos las notaciones (1itiles también en lo que sigue):

@iy = aj+...+afy,
Yisr = @b+ ...+ aipbina
Yy se constata que:
[ 2
: . . Qg1 . Qi1 — Q7
fE+1) = f() =-in=1=1+ —n+i-
e 1T t?(Yit1 — @ip1bit1)?
(26)
= LS B € Q41 — Q?H
| 7 2(Yig1 = Gigrbig1)?

De (20) tenemos que ai1+; € ti417%i+1 ¥y 0 <z < tis1%ie1 ¥ (22) implica que: b1z <

W_H b?,, de donde 741 — bip1Z > Yip1 = ———l:H b3y = %.H (b3 +...4+83)>0.
Bi+1 Bi+1 Bit1
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Por consiguiente, la funcién g : [@;41,%i417i+1] — IR estd bien definida por la férmula:

afi+1)—2®
(7:'+.1 e bi+1-'5)2. ;

g(z) = -

Su derivada verifica:

Yi41T — aiq1bip

o, = _2(_(7‘. +1— big1z) ) ,

2biy1 Vi1 -
=5l 1+ . ( L 2 ST Qg1
(Yitr = bi412)® \bipa
< 0
_ Yi+1 Vi+1 4 :
pues a;,1 < z < tip17%i4a < ——-—b,.H 1mphca A ’I’:+1 < @j41. Si se tiene en
+1 bit1 Bi+1

cuenta la desigualdad (19). Se deduce que g es estrictamente decreciente en [a;41, i417Yi41)
y entonces g(ai+1) > g(tig17i41)-

Retomando ahora (26), de la tltima desigualdad resulta (24):

: : ot =Wty 1
fG+1)-f(s) = £ HF; (:I + 4 't'g‘g(aiﬂ)]
1741 )

r g 3
Qi1 — Y4 | ] 2
-8 3 C: i t_gg(ti+17i+l)
i4+1" 141 ] 8
s s 2 2
= 2% T b @ — Y
.47 2(Yig1 — bixrtis1vier)?
&g Qg1 — t?+17;'2+1 1 1
Y t2. B byt )P
=. 0.
pues
1 e e tit1
~==by RS AN L, S
e L s — bigitig

En particular de (24) deducimos que:

f(n—1) 2 f(k) (27)
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Vamos a probar que:
at+ad+...+a?

> -1 28
T A (28)
lo cual con base en las notaciones (28) es igual a:
an 2 1 ay — ag
— 2> . +1 29
7 tiq (1 - anbﬂ)2 )

Para establecer (29) y por lo tanto (28), observamos que: a, < iy, y que 0 < z < ty,
implica b,z < b,y,t entonces v, — bz > Yu(1 = byt) > 0, si se tiene en cuenta (16). Por
consiguiente, la funcién: A : [a,,tys] — IR estd bien definida por:

2

Qp — T
R e e e
(=) (7 — bnz)?
Tenemos: b %
i 711-'1: = QpnOn n Tn
h(z) = -2 = — (a ——--—.'c)>0
( ) ('711 = bn-t)a (711 = bna’:)a = bn
bun bnTn . : 73; 73 In .
PULE 2, 'S & S Yn < — implica: a, > -* > t-- > —=z, si se

bi+...4+82 = Pa = Bn " bn T ba
tiene cuenta (12). En consecuencia h es estrictamente creciente en [a,,ty,] ¥y entonces

h(ay) < h(ty,). De aqui resulta la desigualdad (29):

Qp 2 ‘antz'fz 1 2 g
— = — tynbn 1
72 t (1 = tbn)gt (‘Yn 34 ) *
1
A=)
: (30)
2 tz +2h(aﬂ) + 1
A=)
B o, — a2
—_ tz n i) + 1
_tft—l (Yn = anby)? ]

De (23)7 (27)1 (28) g akﬂk > 72 resulta (18)‘

En el caso que queda n = 2 la condicién (17) deviene S; <t < S, entonces k = 1y (18)
deviene:
(1 = tby)?

A2+ A2 > (a1by + agby)? l12 -
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Cuando a;b; = 0 de (20) resulta a; = a; = 0 y (31) es evidente. Se puede entonces
suponer que a1by # 0 y (31) se puede escribir bajo la forma:

a'f’ + ag o 3 +'(1 - t62)2

e 32
(aIbl + a2b2)2 & b% ( )

donde las notaciones son las de (25). Se utiliza luego el hecho que la funcién A, introducida
mas arriba, es estrictamente creciente en [a;,ta;] y se hace uso de (30) para obtener (32).

4 Estrategias 6ptimas sin limite de intervalos

Admiten las condiciones 0 < e, 0 < m <1y denotamos con (d;,ds,...,d,) una solucién
del problema P.

Utilizando la Proposicién 3.1 con p = ¢ = 2, a; = v/d; y b; = m™" obtenemos:

n 2 n n
(z Vi m,--') <343 m (33)
f=1 i=1 =1

de donde, con base en (2) y (5) obtenemos:

=1 =1

L -3
En =7 Sn(mz)r'ﬂ-
las notaciones son las de (7) y (9).
Sea ahora d* = (dj,...,d}) una solucién del problema P;, para el cual se realiza el signo

de igualdad en (33) y por lo tanto en (34). Entonces para cualquier solucién (dy,...,d,) de
Py tenemos con base en (34).

Sy > By =3 id}
=1 =1
es decir, d* es una solucién del problema P;.

El hecho que d* realiza el signo de igualdad en (33) equivale, de acuerdo con la Propo-

sicion 3.1, con la existencia de un nimero A > 0 con:

\/cz_:.‘:,\m"', Vie{l,...,n} (35)
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De (2), (5) y (35) obtenemes:

¢ — cgm™ =
—_—— -

¥ Am~% = eAS,(m?)

n
N $=1

de donde, con la notacién de (7) se halla:

¢ —copm" P
A= = 36
em*Sa(m?)  S,(m?) (36)
y entonces, de acuerdo con (36):
b -2 2
dit P [Sn(mz)] =Y W e {1;.5.5m) (37)
Reciprocamente por verificacién directa se constata que los nimeros dj,...,d; dados

n
por (37) son positivos y satisfacen z m~'\/d; = r,, entonces

=1

& =(dl,...,d)eD

mas ain como los nimeros dj, ..., d;, verifican (35), de lo establecido en el parrafo 3 se sigue
que d* es la tnica solucién del problema P, y entonces d* es la tnica estrategia 6ptima.

Las igualdades (37) prueban que la estrategia éptima d* = (dj, ..., d}) es una progresién
A

2
geométrica con primer término (m) y con razén m~2,
m

Resumiendo las consideraciones precedentes llegamos al resultado que sigue:

4.1 Teorema:

Si0 < e 0< m <1 entonces el problema P, tiene una Wnica solucién d* = (df,...,d;,) ¥y
estd dada por las férmulas (37). Asi pues el intervalo més corto ¢* destinado al aprendizaje
es:

2 n

Zd* B [5’ (111,2)] Zm—ﬂ = —-52%:’:—17) (38)

5 Estrategias 6ptimas en presencia de la limitacion de los
intervalos

En presencia de la condicién (11) y de la restriccién (8) de limitacién de los intervalos vamos
a poner en evidencia las estrategias 6ptimas para el problema Pj.
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& A
Podemos admitir que n > 2 (cuandon =1y (c eco )? < dp entonces d} = (c eco)

es la iinica solucién del problema Pj). Los nimeros

bi=m™, i€ {l,...,n}

d
verifican (13) y el mimero ¢ = \{—_O > 0 verifica por (11) la desigualdad (14). Admitimos
en principio que t satisface tambign (16) y entonces:

by, 1

i Sn = =
e bi+...+b2  mnS,(m?)

Entonces existe un tnico k € {1,...,n — 1} que verifica (17).

n
Sid=(dy,...,d;) € D' se tiene que 0 < d; < 0,5 € {1,...,n} y: > m™'/d; = r,,
=
entonces: :

n 2
0<d; <dg=1t*r? =12 (Zm"i\/t?;) , ¥ie{l,...,n}

i=1

lo cual prueba que (ay,...a,) € A si se pone a; = \/d;.

De la Proposicion 3.2 resulta ahora que:

n

[1 £ t(rﬁ"‘"l < T - m‘“")]2

n 2
=¥ ; = 2
(gm \/_d.) e

b
1=1
. : 3
[1 ~vlo—(m*Y4 ., ¢ m“")]
= Alm-n3+ 3
m +...+'m (39)
— k)d 2 ‘/'TP :
L = (n )°+S(2)[ Ik('m)J
= (n—k)do + Skkanz)
n—k
donde Pi(m) = (l - = — cuando m < 1, Pi(1) = n — k, g = ry, — \/do Pi(m).

—_—
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Definimos ahora un sistema d* = (d3,...,d;) por:

= [Sk(mz)] Gt sl herh Lokl X

do si ie{k+1,...,n}

Vamos a probar que d* € D' y que d* es una estrategia 6ptima para FPj.

Para verificar df < do Vi € {1,...,:n} serd suficiente constatar que \/dj < /dg es
decir:

_k P o 1 e
Si™ S Vo 8 ,CS o e ~ Vi Pi(m)] < Vo
rm < Vido [m"Sk(mz) + Pi(m)] (A1)
En esta forma la desigualdad (41) es inmediata:

Vo

Tn

= t2 5

m—k

m=24...+m*+mF(mk14+.. . +m)

m—Fk

Si(m?) + m=kPi(m)

Finalmente para cualquier (dy,...,d,) € D’ de (39) y (40) obtenemos:

n k
;df 3 ==21 [Sk(m2)] m~% + (n— k)do
[sete] St + (= by

IA
gl
B

Cuando el nimero t = ~— no verifica (16), es decir:

Th

' 1
t> = —
2 Sn m"™Syp(m?)
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entonces: - ) setiimag e T v

T S
do = 2t2>[—" ‘ - - (42
0= - m“S,,_(m2) o «‘()
y el sistema (df,...,d;) dado de (40) con k = n entonces, como de {37) va a ser una
estrategia Gptima para el problema Pj, en efecto para i € {1,...,n} de (42) y ¢, = 72

deducimos que:

d Tn 2 -2
- ij.[m]m_
2
Tn -2n
[sn(mZ)] "
< dy.

Luego para cualquier (dy,...,d,) € D' de (34) lob_tenemos:

> =

n
=1 =

IA
| —]
=
-]

2 2
Sn(mz)] Su(m’)

E,

n
> d:
=1

TR

R FAN

4
&

Resumiendo las consideraciones anteriores llegamos al resultado:

5.1 Teorema: . .
T .

5i0<e, 0<m<1ly S—ﬂm < V/dp entonces el problema P} tiene una solucidn
T

(d},...,dy) y estd dada por las férmulas (43) cuando existe k € {1,...,n — 1}, verificando

0

d .
Sk < T—O < Sk+1 ¥ por las férmulas (40) cuando > Sa. En el primer caso el intervalo

n Tn
mas corto total o*, destinado al aprendizaje es:

o =30 = (n— kydo + o = /o Pi(m)]’ (43)

1
Sk(m?) [

Se observa que la resolucién del problema P; con ayuda del Principio discreto de maximo
([1] pdg. 409-410), necesita precauciones, pues la derivada de la funcién d; — +/d; es infinita
en d; = 0. '
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5.2 Observacién: ;
Nos proponemes determinar el nimero k € {1,...,n — 1} del Teorema 5.1 en el caso que
exista. Para esto demotamos z = m™* y se observa que:

e ‘{‘16255,

m=k

m=2+...+m~ %t m-F(m* 14+, .+ m™)

(m? - 1)3:
li—z?+ (m + 1)(z?2 — m™™z)

o

>
de donde resulta que z satisface la desigualdad E(z) < 0 en la cual:

(141 B L |
_(1+m)(m__ +m)z+l

E = z?
(:.,-) & mi m

(44)

Denotando con z; la mayor raiz (positiva) de la ecuacion E(z) = 0 el nimero k va a ser
el mayor nimero del conjunto {1,...,n — 1} para el cual m~*% < z,.

6 Ejemplos; conclusiones y comentarios

6.1 Ejemplos

Los dos ejemplos presentados més abajo se refieren a los siguientes datos numéricos comunes:

n = 10 dias, cop = 1 volumen (= 100 piginas)
¢ = 4 volimenes (= 400 paginas), e = 0.25,
m = 0.85

y los intervalos se expresan todos en horas.

En el primer ejemplo falta la restriccién de limitacién de los intervalos y en el segundo,
esta restriccion estd presente con dg = 9 horas.

Tenemos: m~? = 1.3841, S,(m?) = 89.3697, A = 0.7476; luego: r, = 77.2719 y

= @ = 0.0388.

Tn

La ecuacién E(z) de la Observacién 5.2 se escribe como:

z% ~ 2.6464z + 1.1765 =0
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Con la mayor raiz z2 = 2.0812 y entonces k = 4. Con base en los teoremas 4.1 y 5.1,
las estrategias 6ptimas existen y junto con el volumen de conocimiento correspondientes

adquiridos en el programa se resumen en la tabla que sigue:

6.2

a)

i+ | Ejem.1: sin restricc. Ejem.2: con restricc.

d,’ C; d,’ Cq
0 1 :
1 1.0347 -1 1.1042 2.9287 1.2778
2 1.4321 1.2378 4.0536 1.5894
3 1.9822 1.4041 5.6106 1.9432 |
4 2.7436 1.6076 7.7657 2.3484
5 3.7974 f 1.8536 9.0000 2.7463
6 5.2560 2.1487 9.0000 3.0843
i 7.2747 2.5001 9.0000 33717
8 10.0690 2.9189 \ 9.0000 ' 3.6159
9 13.9364 3.4143 : 9.0000 3.8236
10 19.2894 4.0002 9.0000 4.0001

66.8155 74.3586

Conclusiones y Comentarios

Se ha visto que si e = 0 es decir la eficiencia del tiempo afectado en la preparacién es
nula, entonces los problemas Py y P| y entonces con mayor razén P, y Pj no tienen
solucion. Vamos a suponer que € > 0.

Si m = 0 es decir el coeficiente de memorizacién es nulo entonces la solucién del
problema P; con n > 2 esta-dada por:

‘ 2
L, =l =l P (%)

en otras palabras la cantidad total de tiempo destinado a la preparacién se coloca en
la dltima unidad de tiempo del estadio. :

Cuando m = 1 es decir el estudiante asimila todo lo que aprende, de (37) se sigue que
los intervalos dptimos en preparacion en la unidad de tiempo para el problema P; son

i 3
&=..=d"= (C "“)

ne

iguales entre ellos:

Cuando 0 < m < 1 de (37) se sigue que: dj < dj < ... < d} y entonces los intervalos
son cada vez mayores: ellos forman una progresién geométrica estrictamente creciente.
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La estrategia admisible dada en la seccién 2 para P;:

sqriaessgey B g e eomtyl
e s ‘_i" e [em"Sﬂ(m)]

no es 6ptima, sin embargo tiene la ventaja que provee una dosis uniforme, m4s racional
y més facil de soportar. '

d) Los problemas P; y P; en los cuales falta la restriccién de limitacién superior de los
intervalos se pueden ver como casos limites de los problemas P{ y P, en los cuales
do = +00, observamos luego que las primeras k componentes de la estrategia 6ptima
(di,...,d%,dfyq, ... dy) estén dadas por las férmulas (40) similares a las férmulas
(37). De hecho las primeras se transforman en las dltimas cuando k = n. ;Es tnica
la estrategia 6ptima puesta en evidencia por el Teorema 5.17

e) W. Woodside [7], investigé la dependencia de los pardmetros n y m de la razén entre
la duracién minima total o* = Zd,'-‘ dado 'por la féormula (38) y la uniforme total

f=1 |
o = né dada por (10), para los problemas P, y P;: \

W(nm) = "7 |
1
_ 1 [8x(m) i |

27 E[ Tn ] Sp(m?)

(14 m)(1-m")
(T—m) (1 +m")

conm <1

S |-

M. S. Klamkin ([{4]), demostré en forma elemental que la funcién n — W(n,m) es
decreciente respecto a n € IN para cada m € [0,1[ y que la funcién m — W(n,m) es

creciente respecto a m para cada n € IN. De aqui se desprenden las conclusiones que
siguen:

¢ Cuanto mas grande es el nimero de unidades de tiempo destinadas a la pre-
paracion, asi la duracién minima total se aparta més de la uniforme o = né y

cuanto mas grande es el coeficiente de memorizacién, asi la duracién minima se y
acerca mas a la uniforme.

*

: . . , : a ;
¢ Un estudio andlogo de la monotonia del cociente 5 seria deseable en el caso de
los problemas P} y Py.

f) W. Woodside [7] y M.S. Klamkin [4] consideraron modelos de aprendizaje en los cuales
el término ey/d;;, de la férmula (1) se sustituye con el término de forma mds general '

& i 2 1
edl,, donde 0 < r < 1. En este caso la Proposicién 3.1 se aplica aun con p = -.
r
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Los resultados en este trabajo se van a extender en [5] para los casos mencionados y
para modelos “continuos” de aprendizaje.
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